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 دوفصلنامه دانشجویی 

 ت ـهایـنیــب

 

ها قرار گیریم.  خوان انتخاب یا تصادف باعث شده باشد تا در جامعة ریاضی  یا  علاقه یا   اختیار  یا   جبر  یا   ممکن است چیزی به نام سرنوشت

این مسیر را تا انتها طی کنیم، چگونه   قرار استاگر    بدانیم  مهم آن است که  ، فرقی ندارد.بوده   عامل این اتفاق   یکاینکه باور کنیم کدام

 پشیمان نباشیم.از چیزی  ،کنیماز آن لذت ببریم و در انتهای راه، وقتی به مسیر پشت سر نگاه می

اینکه کران ریاضی را به دانشجویان و خوانندگانش بچشاند، فارغ از ای لذت از دریای بیآمده است تا قطره و با عشق آماده شده نهایتبی

 مندند. اند یا تا چه اندازه از ریاضی بیزار یا بدان علاقهچرا در این مسیر قرار گرفته 

 رو هموارتر و دلپذیرتر شود. که مسیر پیشلتک ماست تا بنهایت خواستار تغییری هرچند کوچک در روند تحصیلی تکبی

نهایت فرصت دهید، ، به بیباشید   سبب اشتباه دیگران از دست دادهبهه بدان عشق بورزید، چه علاقة خود را  چچه از ریاضی متنفر باشید،  

کاربردی از ریاضی در زندگی روزمره بتوانید زمینة مورد   کشفحتی اگر چند صفحه. شاید شما نیز با دیدن اثباتی، خواندن سرگذشتی یا  

 ر مسیر ریاضی احساس غرور کنید. ای هرچند ناپایدار و زودگذر، از بودن دعلاقة خود را پیدا کنید و برای لحظه 

 نهایت بگذراند. دقایقی را با بیبتواند امید است هرکس به فراخور علاقة خود 

 

  

 

 سرمقاله 



 

 

 



 

 

  

 

 



 

Peter Kuper 
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 دوفصلنامه دانشجویی 

 ت ـهایـنیــب

 
منصف خسرو  علمی  شکری  دکتر  هیئت  عضو 

است بهشتی  شهید  و  او    .دانشگاه  کارشناسی 

کارشناسی ارشد را در دانشگاه صنعتی شریف و  

در شهر بن   1دکتری را در مؤسسة ماکس پلانک

است گذرانده  پایان  .آلمان  از  دفاع  از  نامة  پیش 

یک دورة  یک  در  خود،  تحصیلات ارشد  سالة 

بین مرکز  در  نظری تکمیلی  فیزیک  المللی 

 ة سسؤم، برای فرصت مطالعاتی به  3س از اتمام دورة دکتری به سرپرستی پروفسور دون زاگیرپ  .ایتالیا شرکت کرده استواقع در    2عبدالسلام

دانشگاه شهید بهشتی را   دانشجویی ریاضی   - علمیوگوی انجمن  در اینجا گفت  .است  واقع در برزیل رفته  4ی کاربرد و  محض   اتیاضی ر  یمل

 .خوانیدبا ایشان می

 

 خود انتخاب کردید؟  ة عنوان رشتچرا ریاضی را به  .1

ولی    ، اینکه من ریاضی را انتخاب کردم شخصی است  دلیل   های شخصیتی فرد دارد، بخشی ازببینید، مسائلی هست که بستگی به ویژگی

در آن سنین   .هایش برودکند که دنبال کنجکاویهایی دارد و سعی میاین است که آدم در زمان بچگی کنجکاویقابل بیان آن،    بخش

اما در همان سنین، پیگیری موارد دیگر کمی    .شودها پیدا میست که پاسخی برای این کنجکاویاریاضی یکی از همان جاهایی    پایین،

  .سخت است و نیاز است تا سن آدم کمی بیشتر شود

ها به زمانی مربوط آن اتفاق یکی از    مثلاً  . دهدها سوق میسمت پیگیری آن کنجکاویاتفاقاتی فرد را به  هالبته مواقعی هم هست که مجموع 

ها  مجموعه  ةبا نظری  مثلاً  دادند کههای اضافی میهای اول راهنمایی یک سری جزوهسال  .تیزهوشان رفتم  ةاست که من از دبستان به مدرس

  .اعداد و بعد هندسه ةشد، سپس مقدمات نظریشروع می

طور  به  . با فرا رسیدن تابستان به ریاضی پرداختم  . من در سال اول راهنمایی، ریاضی خوبی نداشتم  مسائل جزوه بسیار سخت بود، خصوصاً

همچنین   .چون من انگیزه پیدا کردم ریاضی بخوانم  ، تیزهوشان نیز بود  ةخاطر سختی رفتن من به مدرسخلاصه، بخشی از انتخاب ریاضی به

درحقیقت   .ندتر شوممهاعث شد که من در پرداختن به ریاضی علاقب حضور او    . ی بودسال دوم راهنمایی دبیری داشتم که خیلی دبیر خوب

 .پیش از آشنایی با ایشان، در خواندن ریاضی اجبار و الزامی وجود داشت که حال با علاقه همراه شده بود

   تمام  را   یی راهنما  سوم   که   ی تابستان   در   مثلاً   ، های سال دوم و سوم راهنمایی و مقاطع بالاتر، برادرم هم بسیار کمکم کرد بعدتر در درس  

 

 

 باروقمهدیه آزادحسن :گرانمصاحبه

 پورمحمدآبادیعلیرضا هاشم
 ریاضیات و کاربردها، دانشگاه شهید بهشتی یکارشناس اندانشجوی

 شکریگویی با دکتر خسرو منصفوگفت



 ی شکرمنصف  خسرو دکتر با ییگووگفت
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 1402 تیر، سیزدهممسلسل 

به همین دلایل، از یک   .ام بودهمان نیز موتور انگیزه  داد،  درس  من  به  چهارم  سال  تا  را  رستانیدب  دروس  ةهم  فشرده  طوربه  برادرم  ،کردم

 .پرداختمجز ریاضی و فوتبال به چیز دیگری نمیدبیرستان به ة در دور .جایی به بعد، دوست داشتم بیشتر ریاضی بخوانم

 

 دهید؟ها توضیح میدستاوردهای خود در آن زمینه  ةهایی از ریاضیات تمرکز دارید؟ درباربر چه بخش یا بخش  .2

زمینه  ندارمتمرکزی در هیچ  ریاضیات  از  کنونی  ،ای  اینچون دیدگاه  باشدام  نیست که تخصصی  آن   .طور  به  ابتدا  از  آن بخشی که  اما 

های عداد و نیازمندی به دیگر حوزها  ةدلیل وسعت درونی نظریهرچه بیشتر پیش رفتم، به  .اعداد بود  ةمند شدم و ادامه دادم نظریهعلاق

دانشجویان از معادلات دیفرانسیل   ةلیسانس، عمد   ةیکی از تجربیاتم این بود که در دور  ،برای مثال  .مطالعاتم گسترش یافت  ةریاضی، دامن

 ةاما در دور  ،ای در این بخش نداشتمجدی  ةبه همین دلیل من هم در دوران تحصیلم، مطالع  .ای به پیگیری آن نداشتندبیزار بودند و علاقه

 . امست دادهاعداد و معادلات دیفرانسیل را دیدم و تازه متوجه شدم چه دنیای قشنگی را از د ةدکتری، تازه ارتباط نظری

  . نداها برای من جالببخش  ةبه این معنی که هم  ،ای از ریاضیات نیست که به آن علاقه نداشته باشم شاخه   بنابراین در حال حاضر، تقریباً

 . دنبال آن شکل تخصصی نیستمبهچراکه من  ،ها بستگی به زمانم دارداما فعالیت من در این حوزه

عنوان  ، تعریف متفاوت دیگری از دستاورد با آنچه که بهمن  ذهن   در  یول .  نندیبیم  چشم  به  گرانید  هک  است  یزیچ  آن  احتمالاً  دستاورد

ای که نوشته در ریاضیات انجام داده است یا مقاله  هدستاورد ممکن است برای فردی کار بزرگی باشد ک  .شناسیم وجود دارددستاورد می

ست و آن دستاوردی که در ذهنم دارم،  اها چیز دیگری  کنم، دستاورداما برای من در این جغرافیا و موقعیتی که در آن زیست می  ،است

 .اما در راستای آن هستم ،هنوز به وجود نیامده است

 

  ایران تحصیل کنید؟چه شد که تصمیم گرفتید خارج از    .3

البته   .ای که علاقه داشتم، در ایران وجود نداشت و استاد خاصی هم برای تدریس نبوداعداد، شاخه  ةام این بود که نظریترین انگیزهمهم

 .مطالعات غیرریاضی من، غربی بود و تمایل داشتم آن فضا را از نزدیک تجربه کنم   ةبخش عمد   مثلاً ،دلایل فردی دیگری هم وجود داشت

 

 ریاضی خارج از ایران چطور بود؟   ةتحصیل در رشت  .4

و    کنمخوبی طی توانستم مسیرم را بهبدون آن تجربه، نمی  . ام کم بود، چیزی در زندگیداشتمنمی  ااین تجربه راگر  م  وینم بگاتومیواقع   در

اما خوب   ، بود  ات یاضیر  معبد   ی نوع   به  میبرا  و   دم یشن  ی م  ار  ʻماکس پلانکʼاسم    همیشه مثلاً  . در آن محیط قرار گرفتم  روی بخت و اقبال از  

 .ستانظیری کم واقعاً ةتجرب چراکه ،راضی نیستم این تجربه م که ازوینم بگاتوندم و نمیانجا درس خوآمن که بود   اقبال و بخت بر اثر

ای که از تجربه  اما زمانی که  ،کنید چه اتفاقی برای شما در حال رقم خوردن استای که در حال انجام کاری هستید، احساس نمیلحظه 

 ه ینظرʼترین  یکی از بزرگ  شاگردای بوده که من  تجربه  بینمکنم میالان که نگاه می  .فهمیدمی  گذرد،شوید و زمان میدور می  یداهانجام داد

ی افراد رقم  براهای اینچنینی  است اتفاق   ممکنهرچند    ،ای برای من نیستساده  خیلی  این اتفاق  . باشم  ʻدوم قرن بیستم  ةنیم  اعداددانان

ترین و  اما نه مهم ،ام بوده های زندگیاما رخ دادن این اتفاق برای من که ریاضی یکی از دغدغه ،بخورد که جای خوبی ادامه تحصیل بدهند

 .افتخار است ةترین دغدغه، امروزه مایاصلی

 

 . بگویید  های خارج از کشوربا ریاضیدان  های خودملاقات  ةاز تجرب  .5

  الات زیادی هستید؛ ؤسگرفتار    معمولاًو    است  مبهم  یتانهمیشه آینده برا  تان،ی به تیپ شخصیت  هبست  و  یدانجا دانشجوآشما    با توجه به اینکه

های ها و نگرانیابهام  ةبا وجود هم  ،دلیل قرار داشتن در موقعیت دانشجوییبه  .  ...  و  ید، چگونه با این استاد تمام بکنیدچگونه تز دکترا بنویس

های  استفاده  ، نجا باشمآامروزم دوباره    ةاگر با تجرب  ! کنم که بلهمن حس می  . ، فراهم نیستاستفاده کنید  شرایط  آزادانه از  اینکه  امکان  فردی،

او را دید  شد  خیلی کم می  ،استثنایی بود  یآدم  ʻدون زاگیرʼاستاد من    مثلاً  .هم برای من گرانبهاست  قدرولی همین  ،بهتری خواهم کرد

نه برای   ، الی بپرسیؤس  وغلبه کنی  و ترس خود    خجالت  ةو تازه بر همزمانی برای دیدار پیدا کنی  نی  ااینکه بتو   .وددر سفر ب  چراکه مدام

  ی حت  بود،   بلد   یادیز  یهازبان  شناختم،  کینزد  از  که  است  ی آدم  نیترنابغه  م یبگو  که  نباشد   اغراق   د یشا  .، سخت بودها برای خیلیکه  من  

هایی که عکس آدمبر  اما   . زدیم  حرف  ترعیسر  روزمره  ةمکالم  زبان  از  کردیم   صحبت  یاضیر  ی وقت  و  بود  یقابل   ستیانیپ   ،یژاپن  و  ینیچ

 ة ی نظر  اتفاقات   از  ی لیخ  در  . ی من شدخوبی برا  ةاین تجرب  ونی بود  ابسیار مهرب  ، انسانکنندمین تحقیر  هایشابا حرف  را  تومتکبرند و یا  

 رامانوجان  با   را  او   ینامتناه   یهایسر   با  کار  در  5ʻنیمن  یوریʼ  .حرف زدند  او  های زیادی راجع بهو آدم  دارد  حضور  معاصر  دوران  اعداد
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 دوفصلنامه دانشجویی 

 نـهایـت بــی
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خوب کار کردن با این   .ستاهای قرن بیستم  یکی از زیباترین فرمول  را  ریزاگ  -   گروس  فرمولگوید که  می  6ʻسر  ریپ   ژانʼ  ا ی  و   کرده  سهیمقا

 . ت استها سخجور آدم 

 

 تصمیم گرفتید به ایران برگردید؟ را  چ  .6

  لیو  ، ستاهای من  کنم ریاضی بخشی از دغدغهتکرار میاست که مجدد    یکی از دلایلش این  . دبه ایران برگشتن دلایل متعددی دارباز هم  

 . دغدغه من نیست ةهم

 

 نید؟ ادچه کسی می  اترین ریاضیدان حال حاضر ربزرگ  .7

چراکه    𝑦یا   𝑥  موی بگ  جواب خیلی مفیدی نیست که من صرفاً   د، باش  ههرچ   الؤس  جواب این  اما به نظرم  ،ال فکر و جوابی دارمؤبرای این س

ترین چون که بزرگ  ،است  مده یاترین ریاضیدان هنوز به دنیا نم که بزرگوینم بگاتومی  یک طرف،از    .دکن نمی  ایجاد   تغییری در کار شما

 بخش بودند و این الهام  هایی م برای خود من چه ریاضیدانوینم بگاتومی  راز طرف دیگ  . دحل کن   اریمان ر  ةکه فرضی  است  ریاضیدان کسی

تا    چند   چنین ریاضیدانانی برای من،  .عاطفی دارم  ةرابط  با ایشان  ثیر داشتند وأ ت   من  در زندگی   ست،ا  به دلایل خاصی که شخصی   افراد،

دارند که برای من   ایم ویژگیاکد  هر  که  یدانانیاضیر  دیجد  دوران  از  و  اند کامل  انسان  یالگو  میبرا  که  امیخ  و  ثاغورثیف  قدما  از  .هستند

بخش  الهامبرای من  ،  کرد عنوان حرفه دنبال نمیبه  او قاضی بود و ریاضیات ر  ردلیل اینکه ریاضیدان آماتوبه  ʻفرماʼ  مثلاً  .است  حائز اهمیت

  پیمودن این راه،و    ودبر  اهر کسی باید در ریاضیات راه خودش ر  و   نیست  چیز خاصی   ای بودن و تخصصی بودن لزوماً حرفه  که  است  بوده

ولی    ، اعداد بود ةکه تخصصش نظری است یعنی درست ؛داشت ایگسترده  ةفرما کسی بود که ذوق و سلیق  .د متفاوت باش  کاملاً است ممکن

  د، ترین ریاضیدان قرن هفدهم یک ریاضیدان آماتور باشترین یا به زعمی بزرگبنیان گذاشت و اینکه بزرگ  اهای ریاضی رخهخیلی از شا

 درگاوس  ة نامبخشی از زندگی ةدربار . ستا ʻگاوسʼ  ،ثیر داشتهأ بعد از فرما ریاضیدانی که در من ت  .است بخش بودههمیشه برای من الهام

برای من همیشه    که  زیستش  ةشیوگاوس،    نبوغ زیاد مثل    یدیگر  شماردلایل بیو البته    سمینار  انهمبنا به    .ماهگفت  دانشکدهسخنرانی  

ریمان هم به هر حال کسی    .ستا  ʻریمان ʼ  ، مند بودم و هستمعلاقه  او  ریاضیدان بعدی که من به  . مندمهاست، به گاوس علاق  جذاب بوده

ست و تحول بنیادی در ریاضیات به وجود آورده  اخیلی آدم استثنایی  چراکه  ،استترین ها محجوبریاضیدان  کنم در بینست که فکر میا

 ، کارهای ریمان ةو پشت هم د کنبیشتر درکش می د،ناخوهرچه بیشتر میانسان  .شناسیمبا ریمان می اورود به عصر جدید ریاضیات رما و 

ممکن است   مثلاً   .دهد پیوند الهیاتی قرار می  در  ار  او   که کارهای متفاوت  وجود دارد  به هستیریاضیات و نسبت  نسبت به    الهی   یایمان

ها  ریاضیدان  برای من این نکته درو    آید ریشه می  کها از یاین  ةولی هم  ؟چرا هندسه و هزار کار مختلف  د،کن اعداد کار می  ةبپرسید چرا نظری
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های فلسفی  نگاه  آن  دلیلبه  . است  ʻهیلبرتʼ  اید، هها دید شما هم در درسرا دوست دارم و  ریاضیدان بعدی که من خیلی او    .داهمیت دار

امروزه   که ما است ایریاضی پیشگام هیلبرت .است مطرح کرده اهای فلسفی رترین پرسشمهم ،ها در بین ریاضیدان  داشته وکه به ریاضی 

به  ،  سازی ریاضیات و هم به هر حال لیست مسائلی که تعیین کردهدر اصل موضوعی  او های  تلاش  ةطواسبه  ، شناسیمدر قرن بیستم می

ترین یکی از درخشان وشده و ا ʻگودلʼهای فلسفی که منجر به کارهای بحث  آن ةتعیین کرده و یا به هر حال هم اریاضیات ر ةآیند نوعی

 راسخ   یگراافلاتون  کی.  شد   معروفش  یای قضا  به  منجر  ش یذات  ینیبدب  که  یآدم   اند،داده  ی اضیر  یکافکا  لقب  او  به  است،  یبشر  یهاذهن

آدم بسیار عجیبی    و اینکهش  ین دستاوردهاآدلیل  گودل به  .بکشند  نییپا  یلثُمُ  جهان  از  را  اتیاضیر  کنندیم  تلاش  همگان  که  یازمانه  در

اید به،  ʻآندره ویلʼست و  ا مثال  آندره ویل  اینکه  برای ریاضیدان  ئادلیل  های تجربه  ،که فقط ریاضیدان نیست  است  آدمی  .ستالی من 

 . هایی بودند که دوست دارمریاضیدان  افراد این  .است خیلی جالبی فرد و کارهای زیادی بیرون از ریاضیات کرده و  دفرهنگی زیادی دار

 

برای مطالعه انتخاب   ا ها رشد که این زمینه هچ . یدامعروف، ریاضی ة علاقه به تاریخ و فلسف ةواسطبه ین دانشجویان شما ب .8

 کردید؟

  ،های فوق برنامه که درسی هم نبودندکتاب  طبیعتاً ،ندماخوریاضی می  ،مدرسه ة در دور زمانی که .انتخاب شدم )خنده( ،من انتخاب نکردم

کرد  ترجمه می  ی زیاد  هایکتاب  ʻپرویز شهریاریʼ  مثلاً  . شدزیاد چاپ می  ریاضی،   ةدر زمین  های غیردرسین زمان کتابآ  کردم و مطالعه می

یکی از این اسم    مثلاً  .استثیر گذاشته  أ خیلی ت  در امروز من،  ،ندماهایی که من خوچند مورد از کتاب   .جالب بودند  واقعاً،  هاو این کتاب

 ی نمادها   و هااستدلال   ریمستقریباً    با اینکه  بود و  حسابان  مدنآوجود  کتابی که در مورد تاریخ به    ،بود  ʻآفرینندگان ریاضیات عالیʼها  کتاب

،  تاریخی ةشیو به راهم فضای خیلی جالبی   و ها نامهای بود اعم از زندگیمجموعه  هم اش بودم چونشیفته  ولی ،دمیفهمینم را اشدهیچیپ 

ثیر زیادی روی أ این کتاب خیلی ت   .کرد ترسیم می  و دیگران انجام شده بود  ʻکپلرʼتوسط    حسابانمدن  آ به وجود    ةبرهدر  کارهایی که    از

 ة همبه مرور   هم داشتم ریعلایق دیگغیر از ریاضی، و چون  ند گذارثیر میأ آدم ت ةروحی درتدریج به مل دیگر هما، البته که عومن گذاشت

شما تاریخ و فلسفه   اگر   ست واآموزشی    ةمسئل، کنم فی که دنبال میاهدیکی از ادر نهایت    . موپیش بر  ها کمک کرد تا من به این سمتاین

تر ن عمیقاتر خواهد شد و دوم اینکه خودتملموسرود و  بهتر پیش می  برای دانشجودرک ریاضی    ، اولاً لحاظ بکنید  آموزش  ةدر مسئل  هم  ار

و درنتیجه چیزی که همیشه از   دگذارپیش پای شما می  اتری رهای عمیقفلسفه پرسش  ،پردازید وقتی شما به فلسفه می  . کنیدنگاه می

  ة دانستن تاریخ و فلسف   ،بنابراین به نظر من  .اندبکشی  های جدیدبه راه   او شما ر  شودپرسش    است  ممکند،  گذشتیمی  راحتیبه   برابرش

 . شدزش ریاضی مفید بابرای آمود ناتوحداقل می ،ریاضی

 

 ؟دافراد دار  ةدر افزایش فهم و علاق  اثیر رأ بهترین ت  ، چرا به نظر شما آموزش ریاضی و تاریخ ریاضی همراه با هم  .9

یک دیسیپلین تکنیکال    ، ریاضیات صرفاً است  فرهنگیک  ریاضیات    -  البته تز من نیست  -م منتقل کنم  هخوامیمن  دلیل اینکه چیزی که  به

د،  گسترش پیدا کن  مدامو این فرهنگ باید    است  فرهنگ  یککه ریاضیات    داین باششما    وقتی که دید   .برای حل یک سری مسائل نیست

شما    مثلاً  .د عملکرد مناسبی داشته باشدناتونمی  د،نداشته باش  ار   موضوع  آنزمانی که کشوری فرهنگ  تا    .شودعملکرد شما هم متفاوت می

ولی آموزش ریاضی دبیرستان ما   ،گرفته شودتا مدالی  برای این استالمپیاد است؛  همیشه نگاه به این موضوع ابزاری  ،نگاه کنید در کشور

 ان هزار  ورد. علم رفاه بیادر نهایت  و    دحل کن   اکه مشکلات ر  است  علم برای طاقچه خوب نیست و قرار  شود کهادعا می  در غرب  .است  افتضاح

ست ا علم فقط مدالی    ، اینجا  در  دهد. اما  نسته جواباتو  ،مآوریکه من رفاه مرا  ولی حداقل این ادعا    است،  ما به وجود آورده  یمشکل برا

د و در فرهنگ تنوع دار  است.   م فرهنگ مهم وی گکه می  این استبرای  فرد را دکتر یا عالم خطاب کنند.  ، اینکه  است  مقام   کروی سینه، ی

 ة سس ؤم  کدر یهمه  قرار نیست    ،ندو همه ریاضیدان بش  قرار نیست که مثلاً  ،یدوشوقتی شما وارد ریاضی می  د.فتا اتفاقات مختلفی می  آن

ب تا شب  پرورش و دانشگاهجای دنیاهمهدر    .شینند فکر کنندنتحقیقاتی صبح  ریاضی    ، آموزش و  انجمن  ایران زیر نظر  اما در  هستند، 

تاریخ ریاضی بخشی    پس کند.ن ریاضی کارایی لازم را ندارد و در گسترش ریاضی در سطح عموم جامعه کوتاهی میاینچنین نیست و انجم

نید  اتعلق دارید ند  آن  از تاریخ سرزمینی که به  چیزیاما    ید،ید که متعلق به جایی هستویبگ  نید مثلاًاتوشما نمی  .ستااز این فرهنگ ریاضی  

 . بودند  چه کسی ش یهاآدم بوده و هچ آن کرده و فراز و نشیبنید که چطور رشد او ند

 

  چگونه؟  د؟بهره ببر  ر های دیگاز حوزه  ، خود  ةبا استفاده از رشت  دناتوآیا یک دانشجوی ریاضی می  .10

 اما کسی که    ، خواهد داشت چیز  درستی با همه   ة همواج   د، درستی با ریاضیات داشته باش   ة هدلیل اینکه کسی که مواج به   . هم بله و هم نه 
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 ممکن دانم، نمی ...  ندی یا مثلاً اندی یا تاریخ خواکه شما ریاضی خو دکنفرقی نمی دیگر  موقع آن  د، درستی با ریاضیات نداشته باش  ةهمواج

ریاضی    ةچون رشت  ، نمادم نمیویگمی  .ه چیزی استبالاخره جواب چو    ستدرست چی  ةه اینکه خوب مواج  د؛کاربردی نباشاست جواب من  

  میابراه  یا به قولدلیل اینکه دست اندرکارانش نبودند  به  .است  پیدا نکرده  اجایگاهش ر  ،که باید و شاید   طورن ای است که آ ه در ایران رشت 

 : اشنامه احتیس در کیب

 .« باشد یآساتن و  کاهل باغبانش که ستیچ گناهش را »باغ

شغلی در ایران یا مهاجرت    ةآیند  د؟مند کندر دوران تحصیل دغدغه  ادانشجویان ریاضی ر  دناتوبه نظر شما چه مواردی می  .11

 به خارج؟ 

 د؟ مند به چی کندغدغه

که زندگی و تایمش   هدبخوا  ود، شروزش از صبح که از خواب بیدار مینفر در طول شبانه  کی  اینکه مثلاً  .ودکه پیگیر ریاضی ش 

 .   ...د و  فکرش درگیر موضوعات و کار ریاضی باش .ندبرای ریاضی وقف ک  ار

از   برای کار  او وقتش ر  دیعنی دانشجوی ریاضی باش  .ودشمند میهعلاق  کسی ناگهاننم که چگونه  ادنمی  .است  خوب کار سختی بیرون 

 .  ... یعنی مثلاً  ر،ویژگی دوران ماست دیگ  گذارد،ب  دانشگاه

  . دداشته باش   وجودای  انگیزهباید  بالاخره    ،دشنا کن  آن   د خلافهنفر بخوا   کی  ،ای که الان هستبا توجه به جریان رودخانه  مثلاً

 ؟باشدباید   ، چهانگیزه   آن به نظر شما  

اگر شما در جستجوی حقیقت   .   ...م در جستجوی حقیقت بودن  ویگمن می  .د پسند نباشدر نهایت محکمه  است  ن انگیزه ممکنآ  ، نگاه کنید

ممکن  مثلاً  .  ...که خوب این همه انگیزه  بگویمنم اتونمی «است؟! خوب حالا چه چیزی حقیقت»ی ویبگاین انگیزه هست اما اینکه  ، باشید

خوب او مریم  »  گوید می  دیگریولی    . انگیزه  ودشاین میو    نجاآاز اینجا رسید به    ودشمی  بگوید که  ببیند و  امریم میرزاخانی ر  است کسی

 ا ر  تانکه انگیزه  د فکر کنید ولی هزار چیز هم وجود دار  ها آن  عنوان انگیزه به نید بهاتوکه شما می  د هزار چیز وجود دار  . «...میرزاخانی بود  

متنفر شده  از ریاضی  ،دانشگاه شریف بودمانشجوی سال آخری که د ،دوست داشتمرا این همه ریاضی  ویمگمیکه  من خود .دبراز بین می

و نه به خورد  مینه به درد علم    ست کهااینجا محیطی    .ستااین کار انگیزه    م و توصیه کنم که مثلاًویبگ  نم واقعاًاتوهمین نمی  یبرا  .بودم

آن هم کار سختی است و برای که    استدرونی    ی اتفاق  های محیطی رها شوید و این رهایی،از این محیط و دادهشما باید    .درد ریاضی

افتاد، ممکن گویم که اگر این اتفاق برای من نمیمی  ،ای که خارج از ایران داشتمبا توجه به تجربه   .های جمعبرای آدمنه  های فرد است،  آدم

متفاوتی داشته   درک بود خیلی چیزها برای من تمام شود. اما این بدان معنی نیست که هر کسی باید به خارج برود، ممکن است فردی  

  باشد و در ایران هم بتواند ... یا از ابتدا بگوید که این مسیر اشتباهی است و از مسیر دیگری برود. مسئله آن تصمیمی است که بگیرید و 

 ای آن بایستید. پ 

 

در این زمینه به او کمک   شودیبه نظر شما چطور م   د، مند به تحصیل یا کار در خارج از کشور باشگر دانشجویی علاقها  .12

 کرد؟

 ؟ کند میکمک  طورچ چه کسی و

 کمک کنید؟   او هایی بهمثلاً شما اساتید حاضرید در چه زمینه

نجا آ  .کنیمرسری برگزار میو سانگاری داریم  سهل  در علم،چیزی که ما اینجا    .نیست  شوخی  اصلاً  آن سمت،کنم که علم در  کید میأ ت

ی  هاانگیزه  ناگهان   که  است  قدر متفاوتنآ  جو  ، یدوشمحیط می  آنشما وقتی وارد    . د، دیسیپلین داراست  جدی  کاملاً نیست و محیط    گونهنای

نجا ناگهان آولی    ،استعدادی ندارید و شکست خوردید  ،ای نداریدانگیزهدیگر  شما اینجا حس کنید که    است  ممکن  .ودشصد برابر می  شما

  هایی دشواری  در علم،  نجا آچون    .تر خواهد بودنجا راحتآ  ، در اینجا زیاد کنید  ار  خود هست ولی شما هرچقدر سواد   هااین  . دیشومیشکوفا  

با اینکه شریف  بینم ، میکنممی نگاه   رفتم ماکس پلانک حالا که به زمانی که  . آماده باشیداز پیش برایشان متحمل خواهید شد که باید  را

گذاشتم  برای ریاضی وقت میدانشگاه    های مختلفی بیرون ازساعت  ، ندماخوای اضافه میهدرس،  مه بودنداخو  چیزها  خیلی درس خوانده بودم،  

  مثلاً   ...  شما اصلاًکه    دیدم هایی میآدم  ی ول،  بخش مهمی بود  ها و همیشه برای مندوره  ةدر هم  ریاضی  با وجود اینکه  و  ردم ککار میو  

ʼدوروف  یکلاینʻ برادر  ʼفو دور پاولʻ  شاگرد    آنجا  ،است  تلگرام  تیامن  متفکر  مغز  حالا   او.  تلگرام  مالکʼ7گرد فالتینگزʻ  تازه    و  نابغه بود  .بود

یکی از  .آدم باهوشی بود  واقعاً  و   بود که او هم شاگرد فالتینگز بود  ʻمجید هادیانʼای ما دورههم  یا مثلاً د  ندار  تزش کاربردگفت  فالتینگز می

 ا کس رهیچ، گرفتتحویل نمی  اکس رفالتینگز هیچ چون واقعاً  ،بود  کرده  زدهجانیه  یلیخ  را  نگزیفالت  تزش  وبود و    آنجابهترین دانشجویان  
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  مثلاً .به هر حال خیلی اهمیت داشت .برگزار شد سکنفرانبرای او  .جا سر و صدا کرده بودهمه، کاری که کرده بود ولی واقعاً ،قبول نداشت

 .بشنوید  ان رانید اسمشاتوشما فقط می  ،تاریخ ریاضی   درشناسم که الان  می  اهایی رمن آدم  .است  امسال مدال فیلدز گرفته  ،شاگردی منهم

چنین   در  شما    پیشینة بدون  ی،  جواینکه 

برای    .حرکت کنید، بسیار سخت است  لازم

ید هخواکه اگر می  است  ام اینهمین توصیه 

بر خوب  ترجیحاً،  ید وجایی  باید  ،  جای 

 . داشته باشید اآمادگی لازم ر

در ارتباط   ،الان هم با افرادی که گفتید

 هستید؟

گردم به  باز برمی  ،نید ادمیکه    یدلیل  به  .نه

چون من در حال    .چیز روحی در خودم  کی

کردن مسیر  هستم  مسیری  دنبال  این   ،که 

ست که شما به سفر ابرای من مثل مسیری  

ن اید و این مسیر همیشه در خاطراتتورمی

باز  .هست هم  من   دگردمیبخشی  اینکه  به 

میجابه    معمولاً که    . گردمنمیبر  ،مورهایی 

 . )خنده( دوست دارم این شکلی
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 .ارتباط عمومی و شانس )خنده(   ،زبان خارجی ،  نویسیسواد برنامه   ،سواد ریاضی   ثر باشد، مثلاً ؤ م   دنا تو می هزاران عامل    ،گفتمطوری که  همان 

مسیرهای زیادی    در ریاضیات  چون   ،هاییجنبه ست ولی از  ا   بدون انعطافعین اینکه جدی و  ر  ریاضیات د زیرا    ،است   شانس خیلی مهم  بله 

ی استاد راهنما   که  است  پس خیلی مهمد،  به جایی نرس   که ید  و شما در کانالی بر   است  ممکن   ،نند ا به موفقیت برس   انند شما ر ا وجود دارند که بتو 

تری  شما با شرایط متوسط است ممکن   . ... و و و   د کنطرح می  ی شما و چه مسائلی برا  د نداز ا چه مسیری می  در   ا شما ر  و است شما چه کسی 

خیلی به شرایط   . قابل قیاس نیست  اصلاً   .   ...ممکن است فرد دیگری  رید و  و های خیلی خوبی به دست بیاموفقیت   ناگهانبه نسبت دیگران،  

اگر   که ین ا  و هم   هستند  خیلی مهم  ها این هم    . ، بستگی داردیده دکار علمی انجام می   در آن   به محیطی که   تر استاد راهنما، دانشگاه و بعد 

بر خواهید  می  اوقات اسم   مثلًا  . ها را بشناسیدی آن حتی خلق و خو ، شخصیتشان و  نجا آهای  آدم   ، یدو جایی  کار   ها با آن   ، ند ا ها بزرگ گاهی 

این عوامل   ة هم   . کردم کرد، کار می می بهتر ارائه    را   ولی کار من داشت  تری  اسم متوسط   که مثلًا  فردی کاش با    گویید اما با خود می کنید  می 

 .ا ای جوان هم تجربیاتی ر ه د و استادندارن کافی و وقت    ة حوصل   ر دلیل اینکه دیگبه   ،خیلی خوب نیستند   ،مسن ای هاستاد  مثلاً  ، ثرندؤ م 

 

کننده باشد؟ اگر بله، فکر شغلی کمک  ةآیند ةتواند در زمینهای تحقیقاتی و صنعتی، میبه نظر شما، آیا شرکت در پروژه  . 14

 بپردازند؟ زمان تحصیل بیشتر به این موضوع    توان به دانشجوها در این زمینه کمک کرد تا درکنید چگونه میمی

در مواجهه   یعنی  .کننده باشدتواند کمکنحو درستی در فرد شکل بگیرد، میاما اگر که تفکر ریاضی به  ،صنعت و شرایط اطلاعی ندارم  ةدربار

برقرار  بتوانید ارتباطی بین جهان واقع و جهان انتزاعی ریاضیات    کند که شمابا مسائلی که در صنعت یا پروژه هست، این نوع تفکر کمک می

لیسانس، تفکر اشتباهی بین ما   ةدور . د برنوعی توانایی شما را بالا میکند، بهمختلف برقرار می ةهر ارتباطی که مغز شما بین دو حوز .کنید

  معتقدمامروز    . کردیماشتباه می  اما   ،دندار  شناسیم که ما میرا  ارزش تئوریک ریاضیاتی    و  ستاارزش  مک   ،ریاضیات کاربردی  مثلاًرایج بود که  

مدل کردن جهان   ةنحو  شود به دانشجو نشان دهیم، مثلاًکه در صنعت دیده می  را  هایی از ریاضیات کاربردیبخش  بود اگرمیکه خوب  

 . دهدپرورش   و  دباز کن اشما رتواند ذهن چراکه می ، سازییند جالب مدلاواقعی برای استفاده، چگونگی استفاده از ریاضی در مدل و فر

ولی هیچ موقع    داهمیت داردانستیم  یکه مدرحالی  ،دادیم کردیم این بود که خیلی به فیزیک بها نمیاز اشتباهاتی که ما میدیگر  یکی  

در   مثلاًهای خوبی نبودند یا  معلم  ،های فیزیکی که ما داشتیمبه اینکه معلم  د گردبرمیاز این    بخشی  . بررسی نکردمآن را  عمقی  طور  به

از مکانیک و   د شروع کن دناخوکسی که فیزیک میاست  ممکن  .های جذابی برای من نبودندفیزیک ، دانشگاه دو تا فیزیکی که پاس کردیم
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  . و بالعکس  ودشولی مباحثی در فیزیک هست که باعث رشد ریاضی شما می  ،دمکانیک برای من جذاب نباش  اصلاً  است  خوب ممکنها، و  این

 .توجه کنیم هاآن نیم بهاهایی هستند که به نظر من حداقل بتوحوزه هااین

 

 . در پایان اگر مطلب یا سخنی برای گفتن هست، شنوای شماییم  .15

وقت خود را تلف نکنید؛ انسان در دورانی که شما هستید، بسیار وقت   . شتهایی دا شود توصیه ام اما می دانم، صحبتی از قبل آماده نکرده نمی 

این ر های زیادی هست که شما باید د مهارت   .ندارد  ،کند که بعدتر برایش پیدا می  را کند و در این سنین، زمان، آن ارزشی تلف می  ش را خود 

 .ها را نداریدها را داشته باشید، فرصت کافی برای پرداختن به آن آن مهارت   کنیدو آرزو می   سنین یاد بگیرید و بعدتر که دوست دارید

یا مثلاً   خیلی مهم  کار شما  ةزبان برای ادام  یاد گرفتن  مثلاً  ؛یاد بگیرید  ار  ها مهارتکه بعضی    دجوانی این فرصت وجود دار  در   است، 

همین  اگر از  .  ... و   ذار تا بعدگندازید که حالا پنج سال بعد و حالا ب یپشت گوش ن حتماً  ماً علاقه دارید حت ها به آنکه  را  هایی  زچییادگیری  

هرچه که علاقه دارید ساز و موسیقی    - هید  طور خیلی کند و آهسته ادامه بد بهآغاز کنید و    دارید علاقه    که به آنرا  لحظه یادگیری آنچه  

ممکن رسید که  کار می  آن  درمهارتی    نهایت به  رفته باشید، دربعد از ده سال هرچقدر هم کند پیش    -   یا کار یا هرچه که دوست دارید

 . ستاشروع کردن از همین سن و سال  آن رسیدن، ةلازمولی    ،که چگونه به این مهارت رسیدید متعجب شونددیگران است 

هم  که  این است  کنم  ب  توانمای که میتوصیه   .ددیر باش  است  نسالگی ممکسی  در  ،نید پیدا کنید اتواین سن و سال می  دری که  هایچیز

من از   مثلاً  .ها نیاز دارید شروع کنید و هم پیگیر علایقتان باشید و اجازه ندهید دیر بشودکه در دنیای امروز به آن   را  یادگیری چیزهایی

ندم هم دچار تنش بودم اخوچون هم ریاضی می  ، ی کندشروع کردم ولی خوب خیل  و آن را  اواخر دوران دبیرستان به نوشتن علاقه داشتم

ای کنار گذاشتم  دوره  در او یا نویسندگی ر  رفتم سمت نویسندگی و بها رها کردم  بارها ریاضی ر .م یا ریاضیدانشوکه بالاخره باید نویسنده 

  است اما  سخت  .انتخاب کنم ولی ادامه دادم  ام راکدباید  نستم که  ادنمی  یتا مدت   .این تنش برای من خیلی سخت بود،    ...   و دوباره ریاضی

برای من   ردانشگاه بارها به خودم گفتم که ریاضیات دیگ  ة دور   درمثلاً  .دها وجود ندارستیزهآن    ر دیگ  د، رسخوب وقتی به سرانجامی می

طور مداوم  اما به  .   ... و    است  ریاضی خشک  و   دچون با روابط انسانی سر و کار داراست،    ادبیات   ، کردم که مسیر منم شده و حس میاتم

 از   اشافتاده  پا  از  و  خسته  همسر  یوقت  که  هست  آواکوم  اسقف  از  یقشنگ  ةجمل  . یهادامه بد   باید   فقط  ویدگچیزی درون آدم هست که می

  خود   ی پاها  یرو  همسرش  که  است  بعد   به   نجایا  از  و  زن«  گور  لب  تا: »دی گویم  جواب  در  او   و  م؟یبرو  راه   ادهیپ   د یبا   کجا   تا :  پرسدیم  او

 . دهد یم ادامه را ریمس  و ستدیایم

 
1 Max Planck 

2 The Abdus Salam International Centre for Theoretical Physics (ICTP) 

3 Don Zagier 

4 Instituto Nacional de Matemática Pura e Aplicada (IMPA) 

5 Yuri Manin 

6 Jean-Pierre Serre 

7 Gerd Faltings 



 

 

 

 عمر خیام نیشابوری 
 440  –  517  هجری قمری 

اکثر کسانی که امروز نمودی از یک اندیشمند دارند، بدون آنکه فراتر از تقلید در علم بروند، فقط با  
 پوشانند. تظاهر به آگاه بودن، بر دروغ لباس حقیقت می

آن  که  اندوخته دانشی  استفاده ها  برای  فقط  آن اند  است.  جسمانی  که  های  شوند  مواجه  کسی  با  اگر  ها 
حقیقت حقیقت  و  می جو  تلاش  و  است  و  دوست  فخرفروشی  از  و  کند  رد  را  ریا  و  دروغ  که  کند 

 دهند. فریب بپرهیزد، او را مورد تحقیر و تمسخر قرار می
 

فی البراهین علی مسائل الجبر و المقابله لهاز مقدمة رسا  
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بی   تصور هتل  یک  به  می کنید  یعنی  نهایت  رسید؛ 

شما به اتاقی احتیاج دارید،    . اتاق   نهایت بی   هتلی شامل 

بر داشتن    علاوه ) تنها مشکل متصدی پذیرش هتل  

پر    این است که هتل کاملاا (  دفتری بزرگ از مهمانان 

 . و حالا او باید یک اتاق هم برای شما پیدا کند   شده 

است باهوشی  آدم  پذیرش،  متصدی  به  .  اما  او 

نقل مکان کند    ۲گوید به اتاق  می  ۱مهمان اتاق  

𝑛به اتاق   𝑛طور کلی، مهمان اتاق  نقل مکان کند و به  ۳گوید تا به اتاق  می  ۲همان اتاق  و به م + کنیم که  فرض می  . نقل مکان کند  ۱

خالی خواهد شد و تمامی مهمانان    ۱هنگامی که این انتقال به اتمام برسد، اتاق  .  کنندهایشان را تعویض میزمان اتاق طور همهمگی به

 . اندمستقر شدهنیز در اتاقی 

+∞دهد که  این آزمایش نشان می!  خیلی هم عالی  ۱ = طور کامل رزرو شده است، همواره نهایت اتاق که بهدر هتلی با تعداد بی  .∞

 . توان اتاقی برای یک مهمان دیگر یافتمی

 

 نبوغ دیوید هیلبرت

های نامتناهی  این تمثیل را ابداع کرد تا مجموعه   ۱۹۲۴ر سال  د  -  ترین و پرآثارترین ریاضیدانان قرن بیستمیکی از بزرگ  - دیوید هیلبرت  

 . شرح دهد ʻنهایتبی بارةدرʼلایتناهی را در سخنرانی خود با عنوان  ةغیرقابل شهود و هندس

از آن »پیام او این بود که  .  صورت صحیح کار کنیمبا آن به  گونهنهایت فکر کنیم و چبی  بارةدر  گونههیلبرت قصد داشت نشان دهد چ 

 . استقبال کنیمهای بسیار آن جنبه از ، یافتهای ساختارگونه بلکه به «نترسیم

طور صحیح  نهایت را بهدانان اولیه، مانند جورج کانتور که سعی کردند بییشد و ریاضاین مسئله، تابویی در تاریخ ریاضیات شمرده می

 ! با این حال، هیلبرت به زیبایی این تئوری پی برد. خود قرار گرفتند معاصرانط بررسی کنند، مورد انتقادات بسیاری توس

 : ویکیپیدیا  ةبه گفت.  استهای نامتناهی برخی از این مشکلات ناشی از غیرقابل شهود بودن مجموعه 

تواند  هیچ مهمان دیگری نمی»و « ازای هر اتاق، مهمانی وجود داردبه»هنگامی که تعداد نامتناهی اتاق وجود داشته باشد، عبارات 

 . معادل یکدیگر نیستند« مستقر شود

+∞بایست عبارت  باید توجه کنیم که می  ۱ =  نهایت، عددی حقیقی یا مختلط نیست و درنتیجهرا با دقت بیان کنیم؛ چراکه بی   ∞

 

 

 درسا سماوی مترجم:
 آموختة کارشناسی ریاضیات و کاربردها، دانشگاه شهید بهشتیدانش

 تینهای ب از مبتکرانه یف یتوص: لبرتیه تله

∞ اصلح −  چرا؟  شد؟  خواهد چه 𝟏



 ت ینهایب از  مبتکرانه یفیوصت: لبرتیه هتل
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 1402 تیر، سیزدهممسلسل 

 . ریف کرده باشیمکنیم، تعرا که در آن کار می ʻفضای اعدادیʼهیچ معنایی نخواهد داشت مگر اینکه  تساویاین 

یافته کار  مختلط گسترش  ةصفح  یا یافته  یافته مانند خط حقیقی گسترش کنیم که در فضایی گسترشبا این وجود، به وضوح فرض می

 . اضافه یا از آن کم کنیم ∞کنیم، فضایی که در آن اجازه داریم اعداد را به  می

 اتاق درخواست کنند چه اتفاقی خواهد افتاد؟   𝑘رزروشده مراجعه کنند و    کاملاا   نهایت  نفر به هتل بی   𝑘اگر  .  حال به آزمایش ذکرشده بازگردیم 

 𝑘در این صورت،  .  برود 𝑘  ة علاواتاق خودشان به  ةهیچ مشکلی پیش نخواهد آمد، کافی است به هر مهمان بگوییم که به اتاقی با شمار

ها نفر به هتل مراجعه کنند و هر کدام از آن  ۳طور مثال، اگر  به  .تمامی مهمانان، اتاقی خواهند داشتاتاق اول قابل استفاده خواهند بود و  

شود  خواسته می  ۲منتقل شود، از شخص داخل اتاق    ۴خواسته خواهد شد تا به اتاق    ۱نیز اتاقی درخواست کنند، از شخص داخل اتاق  

 . یافت طور ادامه خواهدمنتقل شود و همین ۵تا به اتاق 

−∞شده در عنوان این مقاله چه خواهد شد؟ چطور باید  سوال مطرح تکلیف  رود،  اکنون که کار پیش می را معنا کنیم؟ خب، کافی    ۱

قل کنیم، شخص  تمن  ۱را به اتاق    ۲بخواهیم از هتل خارج شود و سپس شخص داخل اتاق    ۱نهایت از شخص داخل اتاق  است در هتل بی

−∞به عبارت دیگر    .ادامه بدهیم ∞طور تا  منتقل کنیم و همین ۲اتاق را به  ۳داخل اتاق  ۱ = ∞. 

 

 نهایتبی  سویبه

نهایت تا مهمان جدید به هتل مراجعه کنند چه خواهد شد؟ در اینجا وقتی صحبت از همه چیز تا اینجا خوب است، اما اگر تعداد بی

توان هر شخص را با اعداد  نامتناهی است که تعبیر ریاضیاتی این است که بگوییم میکنیم، در واقع منظورمان تعداد شمارا  نهایت میبی

 . گذاری کردبرچسب( صحیح و مثبت)طبیعی 

با  . نهایت انتقال لازم خواهد بود؛ چراکه در این صورت بیکنیمتوان مثل آنچه در گذشته انجام دادیم، فقط مهمانان را منتقل بار نمیاین

طور کلی با منتقل کردن و به ۴به اتاق   ۲، مهمان اتاق ۲به اتاق  ۱ن این مسئله را با منتقل کردن مهمان ساکن در اتاق توااین حال، می

 . حل کرد 𝑛۲به اتاق   𝑛مهمان ساکن در اتاق  

ها دور است منتقل خیلی از آن  احتمالااهایی که  های بزرگ لازم است به اتاق هایی با شمارهاتاق   برای ما اهمیتی ندارد که برخی از مهمانان 

 .شوند؛ بلکه تنها چیزی که برای ما اهمیت دارد، ریاضیات پشت ماجراست

 .ها مستقر کنیمنهایت تا مهمان جدید را در این اتاق توانیم بیفرد، خالی هستند و می ة های با شمارحال، تمام اتاق 

، برابر با کاردینال اعداد (که به آن کاردینال گویند) اعداد طبیعی  نامتناهی    ةمجموع   ةآنچه در اینجا بیان شد، به این معناست که انداز

 (.ای از اعداد طبیعی استاعداد طبیعی زوج، زیرمجموعه  ةحتی با وجود اینکه مجموع ) استطبیعی زوج 

 برابر است؟ معناست که تعداد اعداد طبیعی با تعداد اعداد طبیعی زوج دانآیا این ب ! …یک لحظه صبر کنید

 ! …توان گفت بلهخب در واقع می

کنیم و در مورد این وضعیت خاص، ها با یکدیگر مقایسه میهای نامتناهی را با در نظر گرفتن توابعی میان آن در ریاضیات، مجموعه 

𝑓(𝑛)توانیم تابع  می = ۲𝑛  صورت این تابع، دارای وارونی به . را از اعداد طبیعی به اعداد طبیعی زوج تعریف کنیم𝑔(𝑛) = 𝑛/۲  است 

متناظر با یکی از   دوسویی است، یعنی تمام اعداد طبیعی زوج، حتماا  𝑓علاوه  به  .است  که تابعی از اعداد طبیعی زوج به اعداد طبیعی 

  و پوشایک  بهیکتناظری  به چنین تابعی،    . ها را بگیردتواند حداکثر مقدار یکی از این آرگومانیو یک عدد زوج م  هستند   𝑓های  آرگومان

 . توان با هم جفت کردشوند میگر نظیر میی که توسط تابع به یکد را ایدر واقع به این معناست که اعضای دو مجموعه. گویند

شما این خواهد   ةکنید؟ تنها وظیفولی بخواهید دو دسته سنگ را با هم مقایسه کنید، چه می  ،فکرش را بکنید اگر شمردن بلد نباشید

یک سنگ از هر دسته بردارید و این   توانید مکرراابرای جفت کردنشان می  .بود که تعیین کنید کدام دسته بیشترین تعداد سنگ را دارد

اگر تنها یک  .یابددر این صورت عملیات پایان می. ای باقی نماند ماند یا هیچ دسته کار را تا جایی ادامه دهید که یا تنها یک دسته باقی ب

ها را دارا بوده است و اگر به هنگام پایان یافتن عملیات، هر سنگ این دسته، بیشترین تعداد سنگ  که   گیریم دسته باقی بماند، نتیجه می

توان با یکدیگر جفت کرد و بنابراین تعداد  ها را میتمام سنگکه گیریم می ای باقی نماند، نتیجهبا سنگ دیگری نظیر شود و هیچ دسته 

 . های برابری در هر دسته وجود داشته استسنگ 

ها بیان کردیم مواجه مورد سنگ  یندی مشابه آنچه در بالا درابه فر  های نامتناهی بسط بدهیم، دقیقااهنگامی که این مفهوم را به مجموعه

 . پذیردهای کوچک، با توابع دوسویی انجام میجای سنگسازی، بهات جفتاین عملی. شویممی
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Infinity magazine 

 .تر هستندها از برخی دیگر، بزرگنهایتبرخی بی

 شود؟ ما برسند و همگی اتاقی بخواهند چه می  ةرزروشد  کاملاات   نهایهای شامل نامتناهی سرنشین به هتل بیاگر تعداد نامتناهی از اتوبوس 

هایی نامتناهی  به هر حال، ما با مجموعه)  گذاری کنیم توانیم هر اتوبوس و هر صندلی اتوبوس را با عددی طبیعی شمارهمی  !!مشکلی نیست

صندلی اتوبوس او  رةشما ةدهندکه نشان 𝑠عدد  :  سپس هر سرنشین، آدرسی خاص به فرم دو عدد خواهد داشت(. و شمارا سروکار داریم

𝑏کنیم اند، فرض میبرای افرادی که از قبل در هتل ساکن بوده.  استاتوبوس    ةشمار  ةدهندکه نشان𝑏   و عدد  = سادگی، هر  سپس به  .0

.۲𝑠فرد را در اتاق   ۳𝑏 کنیممستقر می . 

۱۱۱۹7۴۴عنوان مثال، فردی که در اتاق  به = ۲۹. سادگی  به.  است  بوده  نشسته  ۹  ة و صندلی شمار  7  ةمارشود، در اتوبوس شمستقر می ۳7

 .های بیشتری با تعداد نامتناهی عدد اول دیگر گسترش دادتوان این روند را به تعداد لایهمی

باشیم،  کنند داشته  طور مثال، اگر تعداد نامتناهی کشتی باربر که هر کدام تعداد نامتناهی اتوبوس شامل نامتناهی مسافر را حمل میبه

 . اضافه کنیم ʻ1های بایستهدگرگونیʼرا به الگوریتم  ۵کافیست عدد اول . توانیم تمام افراد را در هتلمان مستقر کنیممشابه بالا می

نامتناهی عدد  ها نیز به همین روش قابل حل است؛ به هر حال تعداد  داریم و هر تعداد متناهی از لایه  نهایتبی  از  تودرتو  ةحال، سه لای

 . شوند تمام نمی وقت واقعاااول وجود دارد، بنابراین هیچ

. مسئله، قابل حل استاین  مهم این است که    ةالبته که نکت.  اعداد اول، یکی از چندین روش برای حل این مسئله است  ه بهروش تجزی

  هانهایتاز بی  چراکه برخی  !ای، همیشه قابل حل نیستن مسئله رسد که چنیبه نظر می  چه کنیم؟  هانهایتبیتودرتو از    ةلاینهایت  بیاما با  

 ! ترنداز برخی دیگر بزرگ

طور مثال، کاردینال  به  .نیست  نهایتبی  ، فقط نهایتبی شودمی  ها یا کاردینال مجموعه  ʻاندازهʼ  وقتی صحبت از. بله، درست متوجه شدید 

 . اعداد طبیعی ةبرابر است با کاردینال مجموع  صحیحتمام کسرهای اعداد  ةمجموع 

برابر است با تعداد اعداد    صحیحشوند، اما تعداد کسرهای اعداد  مثبت خودشان هم کسر محسوب می  صحیح با اینکه اعداد  !  درست است

یک میان دو  بهری یکیعنی تناظ.  توانیم با یافتن تناظری دوسویی میان این دو مجموعه ثابت کنیماین موضوع را می.  مثبت  صحیح

  .کنیمعنوان تمرینی ساده، به مخاطب واگذار میاین را به.  کند توان یافت که هر عضو از یکی را به عضوی از دیگری نظیر میمجموعه می

شماراست و    𝐴آنگاه گوییم   وجود داشته باشد،  𝐴ای مانند  و مجموعه (  صحیحاعداد مثبت  )اگر تناظری دوسویی میان اعداد طبیعی  

 دهیم. نشان می ℵ معمولاا این کاردینال را  .ℕکاردینال آن برابر است با کاردینال اعداد طبیعی  
 

 پیوستار

های  هایی از مجموعهنمونه  کند، نه؟ال جالبی را مطرح میؤتر هستند، اما این موضوع س ها از برخی دیگر بزرگنهایتپس برخی بی ،خب

نهایت مختلف وجود  ناشمارا، چه شکلی است؟ و چه تعداد بی  ةند؟ به عبارت دیگر، یک مجموع اتر از اعداد طبیعی کدامکاردینال بزرگبا  

 . رسندالاتی هستند که به ذهن میؤها سدارد؟ این

این مجموعه، ناشماراست؛   .اشاره کرد  ℝ توان به اعداد حقیقیتر از اعداد طبیعی میای با کاردینال بزرگخوبی از مجموعه   ةعنوان نمونبه

بر آن شامل اعدادی   ، اما علاوهاستاعداد حقیقی شامل تمام کسرها  ةالبته که مجموع  .وجود ندارد ℕو   ℝیعنی تناظری دوسویی میان  

 . نوشت صحیحصورت کسرهایی از اعداد توان بهکه نمی استنیز  𝑒و  𝜋مانند  

  ة فرضی ʼتر باشد، تر باشد ولی از کاردینال اعداد حقیقی کوچک نهایتی وجود دارد که از کاردینال اعداد طبیعی بزرگ به این مسئله که آیا بی 

 .ما، قابل اثبات نیست   ثگویند و نشان داده شده است که درستی یا نادرستی این فرضیه در دستگاه اصل موضوعی مورد بح می   ʻپیوستار 

توانیم بررسی کنیم که برای شویم که در آن میفراریاضیات و منطق ریاضی می  ةشود و وارد حوزیمرزی تبدیل م  ةاین مسئله به فلسف

  را  اتیاضی ر  از  گانهیب  یشکل  خود  ةنوب  به  ن یا  .استفاده کنیم یا خیر  یهای اصل موضوعی دیگرست از دستگاهاحل این مسئله آیا لازم  

 ! کننده استاز نظر من که خیره . کندیم جادیا

 نهایتی؟ ال اینجاست که چه نوع بیؤشک سها وجود دارد؛ حال، بینهایتنهایت نوع مختلف از بیعلاوه، در واقع تعداد بیبه
 

 مرجع:
https://www.cantorsparadise.com/hilberts-hotel-an-ingenious-explanation-of-infinity-
1d1a79932080 

 
۱ mutatis mutandis 

https://www.cantorsparadise.com/hilberts-hotel-an-ingenious-explanation-of-infinity-1d1a79932080
https://www.cantorsparadise.com/hilberts-hotel-an-ingenious-explanation-of-infinity-1d1a79932080


 

 
 

 ی شان ی پر احتمال
 

 هزار   ۱۰۰  و  اندخورده  شماره  هزار  ۱۰۰  تا   ۱  از  آن  یهایصندل  که   د یریبگ  نظر  در  را  ینفر  هزار  ۱۰۰  ومیاستاد  کی

 اگر .  نندیبنش  ها یصندل  یرو  خود  ةشمار  طبق  است  قرار  که  دارند  هزار  ۱۰۰  تا  ۱  شماره  با  یی هاطیبل  یتماشاچ

   نباشد؟ خود ی جا در یکسچیه که دارد احتمال چقدر نند،یبنش  یاتفاق طوربه و  نباشد کار در یکنترل چیه

 ن یچن  نباشد،  خود  یجا  در  یکسچیه  اگر  و   مینامیم  گشتیجا  کی  را  یصندل  𝑛  یرو  نفر  𝑛  نشستن  از  حالت  هر

 جامعه   نیا  ی شان یپر  از  ،یرفتار  نیچن  که  است  نیا  آن  ةیتسم  وجه.  شودیم   دهینام   شیپر  گشتیجا  ک ی  یگشتیجا

 .  دارد تیحکا

   با است برابر نفر 𝑛 یبرا  هاگشتی جا تعداد  میدانیم  ، میاکرده کسب مدرسه در ضرب اصل از که  یاندک دانش با
𝑛! = ۱ × 2 ×⋯× 𝑛 

 .۱2۰  با است برابر لیفاکتور 5 مثلاً. مینام یم لیفاکتور 𝑛  را ریاخ مقدار که

  تعداد  شمارش  ئلةمس  یبرا  حیصر  پاسخ  شمول،  عدم  و  شمول  اصل  به  موسوم  یاصل  از  استفاده  با  نیهمچن

 با  است برابر شیپر  یهاگشتیجا

𝑛¡= 𝑛! (
۱
۱!
−

۱
۱!
+

۱
2!
−

۱
3!
+ ⋯+

(−۱)𝑛

𝑛!
) 

 .44 با است برابر لیرفاکتوریز 5 مثلاً. شودیم ده ینام لیرفاکتوریز 𝑛 که

 محاسبه   نفر  𝑛  یبرا  را  گشتیجا  بودن  شی پر  احتمال  میتوانیم  𝑛  لیفاکتور  بر  𝑛  لیرفاکتوریز  کردن  میتقس  با

 .  دی آیم دست به احتمال نیا یحد مقدار م، یده لیم  ت ینهایب سمتبه را 𝑛  اگر و میکن

  قسمتخارج حد  که م یدانیم لورن،مک زین  و لوریت از یقدردان  با
𝑛¡/𝑛! 

 با  برابر که) کندیم  لیم ت ینهایب سمتبه 𝑛  یوقت
۱
۰!
−

۱
۱!
+

۱
2!
−

۱
3!
+ ⋯ 

 .  است درصد 36 با برابر یزیچ ریاخ مقدار. 𝑒 بر میتقس ۱ از ستا عبارت( است

 حداقل   بالاخره  د،یکن  رها  خود  حال  به  را  افراد  اگر  که  دینباش  دواریام:  دارد  خود  در  یقیعم  هشدار  محاسبه  نیا

  یجا  در  هم  نفر   ک ی  یحت  که   دارد  وجود   یبهیمعتن  احتمال.  ردیگیم  قرار  خود  یجا  در  ستهیشا  طوربه  نفر  کی

 .  نباشد خود

  بر  و   دی بدان  قدر   را  خرد  اهل .  اندکرده  ریتسخ  را   شهیاند  ی گوهرفروش  بازار  هاخرمهره  که  بود  یاجامعه  نگران  د یبا

 ی درست  وقوع  و  داد  نخواهد  رخ  خود  یخود  به  ،یستگیشا  ةمصطب   بر  سزاوار  افرادِ  نشستنِ  کهچرا  ،دیبنشان  صدر

 .  ستین محتمل چندان خرد، ةمزرع  در قتیحق بذر نشاندن یبرا  تلاش بدون

 مجید میرزاوزیری 

۰2 بهشتیارد 26  

 نهایتة بی در حاشی

https://t.me/mirzavaziribooks
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در گروه علوم قرار دارد، هم در    معمولا ریاضیات  

عوام. کسانی    ،های رسمیفهرست  تصور  هم در 

در ریاضی هم    که در علم خوب هستند معمولا

کنند، ولی این دو موضوع از خیلی خوب عمل می

هستند متفاوت  یکدیگر  با  از   .جهات  ریاضی 

از   یکی  به  بیشتری  شباهت  جهات  بعضی 

واقعاا شاخه  ولی  علوم،  از  یکی  تا  دارد  هنر    های 

 در دهند، بنابراین من در این مقاله ریاضی و علوم را  می  اندکی ریاضی و هنر را در یک گروه قرار  اربسیفرد و یگانه است. افراد  منحصربه 

 دهم. هایشان را نشان میو شباهت  کنم، همچنین ریاضی و هنر را مقایسه میکنمبرجسته میهایشان را تفاوت دهم،هم قرار می برابر

 

 اصلی موضوع  

 ای هکرده اندیش. عموم مردم تحصیلهاپوشانیهمخودش را دارد با بعضی    ةحوز  ، علم  هر  .قی استمورد مسائلی در جهان حقی  علوم در

 : ماننددارند. بعضی عقاید   مختلفعلوم های موضوع اصلی حوزه ةخام و نادقیق دربار

 و ذرات بنیادی اتم است. ها مورد موضوعاتی مثل فشار، جرم، ستاره فیزیک در •

 هاست.و مولکولها مورد اتم شیمی در •

 موجودات زنده است. ةزیست دربار •

 آن است. به مورد مغز و ذهن و مواردی شبیه  روانشناسی در •

ندارند. این  ،کنندریاضیدانان چه می چیست و ةمورد اینکه ریاضیات دربار هیچ نظری در اابکرده تقریبزرگان تحصیلطور متوسط، بهولی 

به تدریس علوم است. در دبیرستان برای درس شیمی، کارهایی شبیه    ةآن با نحوتفاوت  و  ریاضی  تدریس    چگونگی مسئله به خاطر  

مواد شیمیایی را ها آن. مشابهی ااقریبت ةمحدود   ولی حداقل در ، تر از افراد ماهرخیلی مصنوعی دهند، قطعاا فرایندهای شیمیایی انجام می

التحصیل شوید بدون راحتی از دبیرستان فارغتوانید بهشما می  اماکنند،  دهد تماشا میکه رخ می  را  کنند و اتفاقیمی  دیگر ترکیببا یک 

از کارهایی آ   پس دهند.  می  نکه چه کاری انجامآدهند انجام دهید، یا حتی بدون یادگیری  می  که ریاضیدانان انجام   را  نکه حتی یکی 

  اشیایمورد    جهان حقیقی نیستند، بلکه در  هیچ چیزی در  ةکنند. این قضایا دربارمی  قضایا را خلق و اثباتها  کنند؟ آنمی  ریاضیدانان چه

 

 

 شعارشقایق دیانت مترجم:
 ریاضیات و کاربردها، دانشگاه شهید بهشتی آموختة کارشناسیدانش

 علم   کی  نه  است،  هنر  کی  ی اضیر  چرا



 علم   ک ی نه است، هنر کی یاضیر چرا
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 1402 تیر، سیزدهممسلسل 

 . هستندها، توابع و ...  هاعداد، اشکال، مجموع  مانند مجردی 

ای برای هیچ اطلاعات و واژه  ،افراد غیرمتخصص  هطوری کمورد اشیایی است که بسیار مجرد هستند به   ای از ریاضیات دربخش عمده

چیست.   2جبر لی شود یا  به چه چیز گفته می  1ادیک –𝒑عدد  ندارند. اندکی از مردم خواهند دانست که    ،چه هستند  اشیادرک اینکه آن  

مورد شمارش اعداد   و در  فکر کنیمتر  سادهنظر بگیریم: اعداد. بیایید حتی    ما تا حدی با آن آشنا هستیم در  ةولی بیایید یکی را که هم

شود که اعداد نامیده می  ةنظری  ،آن  ةپیشرفت  ةشوند. مطالعمی  تر اعداد صحیح مثبت نامیدهطور رسمی که به، ...  3،  2،  1صحبت کنیم:  

  ، حدس اعداد اول دوقلو بیان. برای مثالکننددرک    را  و قضایای آنها  حدستوانند  میغیرریاضیدانان  این مزیت را دارد که بسیاری از  

بخشی از   واحد از هم فاصله دارند.  2که تعداد نامتناهی اعداد اول دوقلو وجود دارد که )اعداد اول دوقلو( اعداد اولی هستند که    کندمی

 اند از: عبارتها اولین مثال

 5و  3 •

 7و  5 •

 13و  11 •

 19و  17 •

ترین  )هر عدد بزرگ   اند اول دوقلو شناخته شده های  دوقلو صحیح باشد و مقدار بسیار زیادی از زوج رود که حدس اعداد اول  می   تا حد زیادی انتظار 

 نهایت ادامه دارد یا نه. کرده است که تا بی ن کس اثبات  دانیم که تا همیشه ادامه دارد یا نه. هیچ ولی نمی   ، رقم دارد(   342,388زوج  

  . تعریف باشندپذیر  و خودشان بخش  1هستند که تنها بر    1تر از  اعداد صحیح بزرگها  را تعریف کنیم: آن  اعداد اولساده است که  

 است. وابسته به ترفندچطور؟ بسیار  اعداد انجام دادم. ولی درمورد  ترپیشساده است؛ نیز اعداد اول دوقلو کردن 

... و همچنین با کلمات یک، دو،    و   3،  2،  1توانید این کار را با ارقام  می  . شماایداعداد را دیده  نمایشاید. البته  شما هرگز یک را ندیده

 عدد نیست.  ʻ2ʼگربه نیست، نماد  ʻگربهʼ ةگونه که کلماعداد نیستند. همانها سه و ... انجام دهید. ولی این

را ها  شناسان سیب را ببینید. گیاه   2توانید  نمی   اما   ،هایی از این قبیل را ببینید: دو سیب، دو انسان و مثال   دو چیز از یک نوع  توانید می   شما 

 .وجود ندارندعیناا  )اعداد( ها که آن درحالی   کنندمی  کنند، ریاضیدانان اعداد را مطالعه می  را بررسیها  کنند، روانشناسان انسان می   مطالعه 

 زمانی یک استاد فیزیک به من گفت:

 معادل ریاضی آن بیشتر شبیه عبارت زیر است: 

را  ها  آن  ل نگاه کنید یا حداقها  توانید به آن چیزهایی هستند که می، و  چیزهای واقعی، چیزهای محسوس و عینی   بارة در  علوم  بنابراین،

شود که مردی پیکاسو را استخدام کرد چیزهای واقعی است؟ گفته می  بارةگونه نیست. آیا هنر درنحوی تشخیص دهید. ریاضیات اینبه

که ال کرد  ؤپیکاسو س  .یار انتزاعی شد و مرد شکایت کرد که هیچ شباهتی به همسرش نداردهمسرش را نقاشی کند. نتیجه بس  چهرةتا  

 « .مسطحو بسیار  او بسیار کوچک است» پیکاسو پاسخ داد:   .یک عکس بیرون آوردرسد و مرد می همسرش چگونه به نظر

 

 اهداف 

نامند.  می  را فرضیه یا نظریه  هاتوضیح حقایق هستند و این تفسیردنبال تفسیر و  ریاضی و علوم اهداف بسیار متفاوتی هم دارند. علوم به

فرضیه برای  می  یک  اندازʼتواند  بودن  ةبه  حقیقت،   ʻکافی خوب  در  شود،  اثبات  آن  مطلق  درستی  که  نیست  نیازی  و  شود  پذیرفته 

برای   ریاضیداناناما  کنند.  می  حقایق جدید اصلاحهایشان را با ورود  فرضیه  دائماا ها  کنند، بلکه آندانشمندان هم تلاشی برای این کار نمی

دنبال اثبات کنند )مانند حدس اعداد اول دوقلو( و سپس بهمی  و قضایا را مطرحها  . ریاضیدانان حدسکنندمی  تلاش  اثبات درستی مطلق

دیگر های  دنبال اثباتهمچنان به، ریاضیدانان  دشومی  ای اثباتدرستی آن قضایا به معنای مطلق هستند. حتی زمانی که درستی قضیه 

 بیاورید:یاد فیثاغورث را به  ةمورد قضی خود در ةهستند. شاید آموخت

 .ستی چ که میدانیم سپس  م،یدهیم آن به  نام ک ی هستند،   چه زهایچ  یبعض م یندان ما اگر  ک، یزیف در

 . دارد وجود سپس م، ی سازیم را آن ما  باشند، نداشته وجود ی زیچ اگر یاضیر در
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 به  چرا ریاضیدانان  تاکنون اثبات شده است  ایاگر که قضیهاثبات دارد. چرا؟    صدها این قضیه هزاران سال است که شناخته شده است.  

ال احمقانه است. مثل این است که بپرسیم چرا هنرمندان نقاشی ؤ برای یک ریاضیدان، این یک س ؟پردازندمیبیشتر  های  اثبات  ةارائ

دهند  می  عاشقانه را ادامههای  هایی از مناظر وجود دارد، یا چرا آهنگسازان نوشتن آهنگکه نقاشیدرحالی  دهند می  امهرا ادها  کردن منظره

 وجود دارد.ها که هزاران آهنگ از آن درحالی

از زیبایی است؛ یک زیبایی بسیار انتزاعی و بسیار ساختاریافته. مانند معماری است. یک ساختمان باید    مشخصیدنبال نوع  ریاضیات به

اما همچنان   ،تری از شعر است. یک غزل باید زیبا باشد شکل ساختاریافتهبه  باشد. همچنین شبیه    همزیبا باشد، اما باید سرپا و استوار  

  تواندمی  همها  و اثبات)  ن را اثبات هم کنید آریاضیاتی باید زیبا باشد، اما باید    ةباید از الگوی قافیه و وزن خاصی پیروی کند. یک قضی

 گفته است: 3یریاضیدان جی اچ هارد .زیبا باشند( 

سطح صاف به کار   الزاویه رویقائمهای  اصل برای مثلث رثاغورث دیف  ةقضی ت.دهند تعمیم قضایا اسمی کار دیگری که ریاضیدانان انجام 

 اند. بعدی( و به اشکال دیگر تعمیم داده)درمورد اجسام سه فضایی ةسطوح، به هندس رفت، اما ریاضیدانان آن را به انواع دیگرمی

طور که زیباتر قضایا هستند، همان های  جدید و اثبات دنبال قضایای  اینجا، ریاضی بیشتر شبیه یک هنر است تا علم. ریاضیدانان همواره به   در 

دهند؛ نوازندگان می   ارائه  جدید برای هنر و تفاسیر زیباتری از اشکال قدیمی هستند. نقاشان مکاتب جدید را های  دنبال شکل دان به ن هنرم 

 دنبال توضیح بهتری از حقایق هستند.ه دنبال زیبایی هستند. دانشمندان همواره ب به ها  آن   ة کنند. هم می  در قالب جدید آهنگسازی 
 

 اصالت تاریخی 

گیرد. ریاضیدانان می  ن را نادیدهآولی علم    ، کندمی  علم این است که ریاضی از کارهای قدیمی استفاده   و ریاضی    بین  دیگر  تمایز  وجه

ولی دانشمندان   ،شناخته شده بودها  النهرینیسال پیش از میلاد توسط بین  1600  آموزند، با آنکه حداقلمی  فیثاغورث را  ةهنوز قضی

 کنند. مورد فیزیک یا شیمی را مطالعه نمی ارسطو درهای ایده

  و تمام راه را تاکنند  می  در اینجا دوباره، ریاضیات بیشتر شبیه به یکی از هنرهاست تا یکی از علوم. هنرمندان هنر قدیمی را مطالعه 

 شود.می شوند، علم قدیمی منسوخهنر قدیمی و ریاضیات قدیمی منسوخ نمی د. نگرد غارها برمی هاینقاشی
 

 حتمیت

ممکن است که دنیایی را با قوانین متفاوت فیزیکی تصور کنیم. بسیاری از فیزیکدانان باور دارند که چندین جهان وجود دارد که قوانین  

اند. اما تصور دنیایی با ریاضیات نوشته ها  این جهان  ة لمی تخیلی دربارنر ع ابا یکدیگر متفاوت است. بعضی از نویسندگان ژها  فیزیکی آن

 متفاوت، حتی اگر ممکن باشد، بسیار دشوارتر است.  

اول   3آن    دنیایی را تصور کنیم که در  متوانیمی  اما آیا  ،تر استتوانیم دنیایی را تصور کنیم که در آن ثابت گرانشی بالتر یا پایینمی  ما

های مختلف هنر یا زیبایی یا اخلاق یا هر چیز دیگری وجود دارد. گونه که فلسفههمان  های ریاضی گوناگونی وجود دارد، نیست؟ فلسفه

آلی از اشیای ریاضی  ایده  های نمایش  یا   ʻهاشکلʼ  آنجا   در  کهد  آل وجود دارجهانی ایده  باور دارند که حقیقت ریاضی درن  گرایاافلاطون 

هایی  گرایان معتقدند که ریاضی بازی با نمادها است )و این شباهتصورت  .چیزهای دیگر است(  ةهایشان درباررشبیه باو  ،این)وجود دارد  

ریاضی   ةولی صرف نظر از فلسف  ،ریاضی در جهان منظم وجود دارند  یگرایان معتقدند که اشیاتحلیلی دارد(. واقعهای  با برخی از فلسفه 

اعداد صحیح   ʻدارایʼکه    ایگونه  هر  کنند غیرممکن است.می  متفاوت رفتار  ، رسد تصور جهانی که در آن اعداد صحیحمی  شما، به نظر

 اول نیست.  4اول است و  3خواهد دانست که  ، باشد
 

 مرجع:
 https://www.cantorsparadise.com/why-math-is-an-art-not-a-science-94d234cacb76 

 
1 p-adic number 

2 lie algebra 
3 G. H. Hardy 

 . گرید ضلع  دو اتمربع مجموعِ با  است  برابر وتر   مربع ه،ی الزاو قائم مثلث هر در

 . ندارد وجود  زشت اتیاضیر  ی برا جهان در  یماندگار گاهیجا  چی ه.  است آزمون نیاول ییبایز

https://www.cantorsparadise.com/why-math-is-an-art-not-a-science-94d234cacb76


 

 
 

 خیلی نزدیک است؟   10به  𝝅𝟐چرا  

 
𝜋شاید تقریب باستانی اما همچنان مفید   =̇  تصادفی محض به نظر برسد، اما اگر قضیة اویلر را بپذیریم که  10√

𝜋2 = 6𝜁(2) = 6∑
1
𝑛2

∞

𝑛=1

 

𝜋2راحتی نشان دهیم که  توانیم بهآنگاه می <  : و خطای این تقریب را تخمین بزنیم. در واقع داریم 10

𝜁(2) = 1 +∑
1
𝑛2

∞

𝑛=2

< 1 +∑
4

4𝑛2 − 1

∞

𝑛=2

 

 :تلسکوپی است چراکه ،این سری
4

4𝑛2 − 1
=

4
(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)

=
2
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=
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−

2
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 : درنتیجه
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−
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5
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9
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𝜋2طور که ادعا کردیم، داریم  پس همان < 3(5 3⁄ ) =  :طور منطقی کوچک است، زیراو خطا به 10

5
3
− 𝜁(2) = ∑(

4
4𝑛2 − 1

−
1
𝑛2)

∞

𝑛=2

= ∑
1

𝑛2(4𝑛2 − 1)

∞
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یادماندنی  تقریبی بهتر و هنوز به   تر است.های بعدی آن بسیار کوچک و جمله   1/60و جملة اول این سری برابر با  

واقعی   مقدار  𝜋2برای  = دوم    …9.8696044 جملة  کشیدن  بیرون  از    ،𝜁(2)با  نامساوی پیش  بردن  کار    به 

1 𝑛2⁄ < 4/(4𝑛2 −  آید: دست میصورت زیر به به ،(1

𝜋2 < 6𝜁(2) < 6 (1 +
1
4
+

2
5
) = 9.9 

 

 :عرجم 
https://fermatslibrary.com/s/why-is-pi-squared-so-close-to-10 

 شاید پیش از این ندیده باشید

https://fermatslibrary.com/s/why-is-pi-squared-so-close-to-10
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اختراع    ک ی   ات ی اض ی کنند که ر می   تصور از مردم    ی ار ی بس 

زبان    ک ی مانند    ات ی اض ی طرز تفکر، ر   ن ی ا   در   . است   ی انسان 

  ف ی در جهان را توص   ی واقع   ی زها ی است: ممکن است چ 

  کنند ی که از آن استفاده م   ی کند، اما خارج از ذهن افراد 

ʼ وجودʻ   ف   اما   . ندارد باستان    ونان ی در    ثاغورث ی مکتب 

طرفداران آن معتقد بودند که    . داشت   متفاوتی   دگاه ی د 

 . است   ی اض ی اساساً ر   ، هستی 
ساختار   یکیزیاست که به جهان ف  عتیطب  یجزء ضرور  یاضیر  .این ایده را جدی گرفتند  کدانانیزیو ف  لسوفانیسال بعد، ف  2000از    شیب

 . دهدیم

 

 هاضلعیعسل و شش  یزنبورها

 چرا؟اما  . کنندمی دیتول یضلع شش ةلان ، کندو در زنبورها

لانʼاساس  بر ر  ʻیزنبور  ةحدس   ن یکارآمدتر   ی ضلعشش  ات، یاضیدر 

را با    یسطح  دیخواهمی  اگر  .است  یک صفحه  یکاریکاش  یشکل برا

  ،دیطور کامل بپوشان به  کنواختی ةبا شکل و انداز ییهایاستفاده از کاش

برسان  طیمح  اندازةکه  یدرحال حداقل  به  شکل ها  یضلع شش  د،یرا 

 . هستند یمناسب

اند تا از این شکل تکامل یافته  که زنبورهاکرده    استدلال  نیدارو  چارلز

 را عسل  ةریذخ یها براسلول نیتربزرگضلعی  شش رایز ،استفاده کنند

 . کندیم دیموم تول ساخت در یانرژ مصرف نیکمتر با

مطرح شد، اما در سال    های قدیمزمانبار در  نیاول  یزنبور  ةلان  حدس

 .دیبه اثبات رس 1لزیتوماس ه دانیاضیتوسط ر 1999

 

 

 ملیانیعلیزهرا شیخ مترجم:
 دانشجوی کارشناسی ریاضیات و کاربردها، دانشگاه شهید  بهشتی

 ا

 ثاغورث یف انتقام
  ، بلکهه استنکرد  ابداع  را یاض ی ر بشر

 جهان که است یزیچ نآ ریاضی

 .است شده  ساخته آن از یک ی زیف 

پوشاندن فضا با  یراه برا نیکارآمدتر یلانة زنبور یضلعشش یالگو

 .است کسانی یهایکاش



 ثاغورثیف انتقام
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 1402 تیر، سیزدهممسلسل 

 و اعداد اول   ملخ

 نیزم  درونعمر خود را    شتریوجود دارند که ب  یشمال   یکایآمر  یا دوره  های ملخاز    رگونهیدو ز  .بینیمرا می  گر یمثال د  ک ی  نجایا  در

 . آیندبیرون میبزرگ   یهادر دستهمدت دو هفته (، بهرگونهیسال )بسته به ز  17 ای  13سپس، هر  .گذرانندمی

 ؟ 18و  16 ای نه؟  14و  12سال است؟ چرا  17و  13 چرا

که  آن  جذاب    ت یواقع  ن یا  یبرا  حیتوض  کی اول    17و    13است  اعداد 

عمر خود   شتریدارند که ب  انیاز شکارچ  یفیط  هاملخ  دیکن  تصور  .هستند

ها در خواب  آن  انیکه شکارچ  ی زمان  د یبا  ها ملخ  . گذرانندمی  نیزم  ونرا در

 . ندیایب رونیب نیهستند از زم

سال    9و    8،  7،  6،  5،  4،  3،  2  زندگی   ةبا چرخ  ی انیشکارچ  د یکن  فرض

 ست؟یها چآن  ةاز هم یریجلوگ یراه برا نیبهتر .وجود دارند

 سه یساله را مقا12  ی زندگ  ةچرخ  ک یساله و  13  ی زندگ  ةچرخ  کی  خوب،

شود، می  خارج  نیساله از زم12  یزندگ  ةبا چرخ  ملخیکه    یهنگام   .دیکن

و    3،  2  رایشوند، زمی  خارج  نیاز زم  زیساله ن4ساله و  3ساله،  2  انیشکارچ

 .هستند 12های علیهگی مقسومهم 4

از   کیچیشود، همی  خارج  نیساله از زم13  یزندگ  ةبا چرخ  ملخی   یوقت

 .است  طورنیهم هم  17  یبرا  .نیستند  13علیه  مقسوم  9  ا ی   8،  7،  6،  5،  4،  3،  2کدام از  چیه  رایشوند، زیخارج نم  نیآن از زم  انیشکارچ

 . اندافتهیدر مورد اعداد تکامل  یاساس قیاز حقا یبرداربهره یبرا هاملخ  نیا رسدینظر م به

 

 کشف؟   ای  خلقت

  یم توانمی  یراحتبه  م، یکنمی  شروع به جستجو  یوقت

پ   یگرید  ی هانمونه  شکل    . نیمک  دایرا    غشاهای از 

طراح  یصابون تا  تا  دندهچرخ  یگرفته  موتورها  در  ها 

در   اتیاضیزحل، ر  یهاحلقه  یهاشکاف  ةمکان و انداز

 . همه جا وجود دارد

خود   یادیز  یزهایچ  ،اتیاضیر  اگر اطراف  در  که   را 

  ات یاضیاست که ر  دی دهد، پس بعمی  حیتوض  مینیبمی

  ق یحقابه بیان دیگر،    . می اباشد که ما خلق کرده  یزیچ

م  یاضیر بلکه  شوندیکشف  انسان،  توسط  فقط  نه   :

 یاحتراق  ی صابون، موتورها  ی هاتوسط حشرات، حباب 

 .اراتیو س

 

 کرد؟ می چه فکر  افلاطون

 ست؟یآن چ م،ی هست یزیاگر در حال کشف چ اما

افلاطون،   یبرا  . کند که واقعاً وجود دارندمی  فیرا توص  یی ایاش  اتیاضی کرد که رمی  او فکر  .داشت  یباستان پاسخ  ونانی  لسوفیف  ،فلاطونا

و    هامیدانها، توابع،  سته رها،  مانند گروه  یتردهیچیپ   یاضیر  یایامروزه ممکن است اش  .بودند  یشامل اعداد و اشکال هندس  ایاش  نیا

 .میاضافه کن  این فهرسترا به ها حلقه 

راز چگونگی توصیف هر چیزی   ،یدگاه ید  نیاما چن  .و زمان وجود دارند   مکانخارج از    یاضیر  یایمعتقد بود که اش  نی افلاطون همچن

 ی ایاگر اش  .است  گرید  شیءدر جهان به    شیء  کی  گی وابستگیشامل نشان دادن چگون  این توصیف  . کندمی  ترق یرا عم  توسط ریاضی

ارتباط    یکیزیف  شیء  چیرسد که با هیوجود داشته باشند، به نظر نم  میکنمی  یکه ما در آن زندگ  یی ایجدا از دن  ییدر قلمرو  یاضیر

 .باشندداشته 

با  انیاز شکارچ یدور یکه احتمالاً برا اندافتهیتکامل  یها طوراز ملخ یبرخ

 .ندیایب رونیب نیچندساله از زم یزمان یها، در بازهمتفاوت زندگیچرخة 

𝑃1  تا𝑃9 یها. شکافدهندة سال استنشان شدهیگذارخط شماره ای هستند.دوره انیدهندة شکارچنشان 

 .کنند یخود دور انیاز شکارچ شوندیساله موفق م17و  13 یهاکه چگونه ملخ دهدینشان م یرنگ
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 دیرا وارد کن  ی ثاغورثیفمنش  

که    انیثاغورثیف بودند  موافق  افلاطون  با  باستان 

اش  یی ا یدن  اتیاضیر ها  آناما    . کندمی  فیرا توص  ایاز 

افلاطون نم  ،برخلاف  اشیفکر  که    ی اضی ر  یایکردند 

 . فراتر از مکان و زمان وجود داشته باشند

از    یکیزیف  هستیباور بودند که    نیها بر اعوض، آن  در

طور که ماده از  ساخته شده است، همان  یاضیر  یایاش

ساخته شده باشد،    ی اضیر  یایاز اش  هستی   اگر   . هااتم

ممکن است چگونه    ات یاضیکه ر  دیتوان دمی  یراحتبه

 . ما نقش داشته باشد رامونیجهان پ  توصیفدر 

دفاع  ثاغورث ی ف   جایگاه از  کدانی ز ی گذشته، دو ف  ة ده  در 

 ییکا ی آمر   -   ی شناس سوئد هان ی اند: ک کرده  ی قابل توجه 

 . 3دانل مک   نی ج   یی ا ی استرال   لسوف ی ف  -  کدان ی ز ی و ف   2مکس تگمارک

  ک ی  هستیکه    دیفکر کن  دهیا  نی رسد، به امی  به نظر  بیاگر عج  .است  ی اضیبزرگ ر  ءیش  کیفقط    که هستیمعتقد است    تگمارک

 ی وتریکامپ  ةبرنام  کی  یسازهیشب  .است  یسازه یشب

 . است یاضیر ء یش یاست که نوع 

فکر  .است  تربنیانیدانل  مک  دگاهید که  کند  می  او 

  .ساخته شده است  اتییاضیر  یهاو ذهن  ایاز اش  هستی

آگاه    ن یا  دربارة   اتیاضیر است که چگونه جهان، که 

 . شناسدمی است، خود را

کنم: جهان دو بخش دارد،  می   دفاع   ی متفاوت   دگاه ی از د   من 

دهد و ماده  می   به ماده شکل   ات ی اض ی ر   . و ماده   ات ی اض ی ر 

ر  چارچوب    ی اض ی ر   ی ا ی اش   . دهد می   جوهره   ات ی اض ی به 

 . کنند می   فراهم   ی ک ی ز ی ف   ی ا ی دن   ی برا   ی ساختار 

 

 ات یاضیر  ةندیآ

  ی شده است و برا  ی اتیاضیر  شیاز پ   شیب  کیزیقرن گذشته، ف  در  . شودمجدداً کشف می  کیزیدر ف  ی ثاغورثیف  منش  است که  یمنطق

 .آورده است یرو لیفرانسیو هندسه د هاگروه هیمانند نظر ی ظاهر انتزاع به یقاتیتحق یها به حوزه ،یکیزیجهان ف توصیف

  اما  .شودمی  است دشوارتر  اتی یاضیر  بخش و کدام   یکیزیف ،کدام بخش از جهان  نکهیا  تشخیص  ات،یاضی و ر کیزیف  نیمحو شدن مرز ب با

 .قرار گرفته است  لسوفانیمورد غفلت ف ی طولان زمانی یبرا یثاغورثیف منش است که بیعج

طور را به  هستیدهد درک ما از  می  دیکه نو  یاست، انقلاب  دهیفرا رس  یثاغورثیزمان انقلاب ف  .است   رییدر شرف تغ  این  معتقدم که  من

 . دهد رییتغ یاساس

 

 مرجع:
https://scitechdaily.com/pythagoras-revenge-humans-didnt-invent-mathematics-its-what-the-
physical-world-is-made-of/amp/ 

 
1 Thomas Hales 

2 Max Tegmark 

3 Jane McDonnell 

 .وجود داشتند یکیزیف جهانجدا از  ییافلاطون، اعداد در قلمرو یبرا

 .شده است لیو ماده تشک اتیاضی: جهان از ریثاغورثیف یپا

https://scitechdaily.com/pythagoras-revenge-humans-didnt-invent-mathematics-its-what-the-physical-world-is-made-of/amp/
https://scitechdaily.com/pythagoras-revenge-humans-didnt-invent-mathematics-its-what-the-physical-world-is-made-of/amp/


 

 
 

𝝅یکی از دو عدد   + 𝒆   یا𝝅𝒆 تواند گویا باشد، نه هر دو می 

 
 صورت نسبت دو عدد صحیح نوشت.توان به کدام را نمیگنگ هستند. یعنی هیچ  𝑒و    𝜋دانیم که هر دو عدد  می

 دانیم! گویا باشد. نمی تواندمیهرچند یکی از دو عدد زیر  
𝑒 + 𝜋            ,              𝑒𝜋 

توانیم  پس چگونه می  ،گنگ باشد. ریاضیات بسیار دقیق است  باید  𝜋و    𝑒ضرب  جمع یا حاصلحاصلدو  یکی از  

 مبهمی داشته باشم؟ ةقضیشبه چنین 

از این اعداد نمییعنی هیچ  ،هر دو متعالی هستند  𝜋و    𝑒دانیم که  می جبری مانند    ةیک معادل  ةتواند ریشکدام 

 : دوم زیر باشد ةدرج ةمعادل

 

 

 

 

 

تعریف این  مهم  عناصر  از  بودن  ،یکی  به  .استضرایب    گویا  برداریم،  را  محدودیت  این  میاگر  یک  راحتی  توانیم 

 های آن باشند: هر دو ریشه 𝜋و   𝑒دوم بسازیم که   ةدرج ةمعادل
(𝑥 − 𝜋)(𝑥 − 𝑒) = 0 

 ؟ افتد دهیم چه اتفاقی میضرب را بسط میزمانی که این 
𝑥2 − (𝜋 + 𝑒)𝑥 + 𝑒𝜋 = 0 

𝜋)−،  1دو    ةای درجضرایب این چندجمله  + 𝑒)    و𝑒𝜋  .های  این ضرایب گویا باشند، آنگاه ریشه   تمام اگر    هستند

 ها متعالی نیستند. آن عدد جبری هستند. یعنی این ریشه 

پس حداقل    ،اند هستند که هر دو عدد متعالی  𝜋و    𝑒ای  های این چندجملهدانیم که ریشه با این حال، از قبل می

مانده  یکی از )یا هر دو( ضرایب باقیپس    دانیم که ضریب پیشرو، گویا است.یکی از ضرایب باید گنگ باشد. می

 گنگ هستند. 

 دهد! گاهی یک اثبات تنها یک تذکر به ما می
 

 :عرجم 
https://medium.com/mathadam/either-e-%CF%80-or-e%CF%80-might-be-rational-
but-not-both-a670cb164c07 

 

 

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 = 0 

 ضرایب گویا

𝑒   یا𝜋 نیست 

 شاید پیش از این ندیده باشید

https://medium.com/mathadam/either-e-%CF%80-or-e%CF%80-might-be-rational-but-not-both-a670cb164c07
https://medium.com/mathadam/either-e-%CF%80-or-e%CF%80-might-be-rational-but-not-both-a670cb164c07
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 . مقدمه 1

  صورت به بعدی  - 𝑛آجرهای    بندی بسته دربارة    1وین بر 

است. در  ای را ثابت کرده  نتیجه   ، بعدی - 𝑛یک جعبة 

𝑛حالت   = مستطیل  2 اگر   ،𝑎 × 𝑏    توسط

𝑐های  مستطیل  × 𝑑    آنگاه این  کاشی شود،  به  بنا 

  𝑏و    𝑎یکی از    علیه مقسوم   𝑑و    𝑐هر یک از    ، نتیجه 

هایی  ، پوششی از مجموعه 2کاری منظور از کاشی   است. 

است. نشان داده شده    1در شکل  که  شود  تر زیر می تعمیمی از اثبات بروین منجر به قضیة کلی   دو مجزا است. دوبه ها  است که نقاط درونی آن 

𝑛این قضیه به نتیجة او دربارة آجرها اشاره دارد )در حالت  = شود(.( تقسیم می 𝑑ترتیب )به   𝑐، هر ضلع جعبه بر 2

هایی کاشی شود که هر کدام دارای حداقل یک ضلع با طول صحیح است، آنگاه مستطیل  هرگاه یک مستطیل توسط مستطیل  . 1  ةقضی

 شده دارای حداقل یک ضلع با طول صحیح است. کاشی

به این  ای دوگانه هبا استفاده از انتگرال 3، وایومینگ، هیو مونتگومری در لارامی 1985در نشست تابستانی انجمن ریاضی آمریکا در سال 

های بسیاری  های مقدماتی بیشتری باشد. او موفق شد چراکه اثبات قضیه و اثبات آن اشاره کرد، به امید آنکه مشوق کاوشی برای اثبات

ابی  شده قابل توجه است. پاول اردوش اشاره کرده: »خداوند کتهای ارائه از کشورهای مختلف در شرف ارائه بودند. درحقیقت تنوع تکنیک 

هایی که در ادامه  یک از اثباتوجه روشن نیست که کدامها نوشته شده است.« به هیچنامتناهی از قضایا دارد که در آن بهترین اثبات

،  ها در کتاب نباشدیک از این اثباتها در کتاب خداوند در حال حاضر در دسترس نیست!(. شاید هیچآمده، بهترین است )معیار درج اثبات

طور کامل مشخص نیست که کدام عنوان معیاری در نظر گرفته شود، بهحتی اگر سادگی به  اثبات کشف نشده باشد.   ʻبهترینʼ  و هنوز

تر های تختة شطرنجی و گراف دوبخشی نامزدهای اول باشند. اگر توانایی حصول نتایج کلیرسد که اثباتبه نظر می  .شوداثبات برنده می

لحاظ  به معیار  میعنوان  پیچیده  وضعیت  صورتشود،  برای شود.  و  بالاتر  ابعاد  در  چنبره،  و  استوانه  روی  قضیه  این  مختلف  های 

تعمیم یافتن بهترین نیست. ممکن است خوانندگان پیش از   قابلیتِ  لحاظ ها از  یک از اثباتهای چندگانه برقرار است، اما هیچکاریکاشی

 ند. ببر  لذت قابل تعمیم است، اد یز احتمال بهاثبات  مکدا نکهیا ینیبشی پ  یبرا تلاش از، 3مطالعة بخش 

 ای از تحقیقی متفاوت عنوان نتیجه الات مشابهی را مدنظر قرار داد. دِهن بهؤس 5، دهِن 1903در سال  اشاره کرده است که 4ماکس زرن

 
1 Bruijn 

2 tiling 

3 Hugh Montgomery 

4 Max Zorn 

5 Dehn 

 

 

 مریم خلج مترجم:
 دانشجوی دکتری هندسه توپولوژی، دانشگاه شهید بهشتی

 یک مستطیل کردن روش برای کاشی 14



 ل یمستط کی یکاریکاش یبرا روش 14
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 1402 تیر، سیزدهممسلسل 

 کاشی شود، آنگاه طول یکی از اضلاع آن عددی گویا است. 1 ةثابت کرد که اگر یک مستطیل همانند قضی

 ها. برهان2

داده   1  ةکاری مانند قضیکند. فرض کنید که یک کاشیترتیب بُعد افقی و بُعد عمودی آن را مشخص میپهنا و ارتفاع یک مستطیل، به

ها  کاشی  سایر کاشی )کاشی افقی( و  -𝐻هایی را که دارای پهنای صحیح هستند،  دهیم. کاشینشان می  𝑅مستطیل مرجع را با  شده باشد،  

گیریم،  را در جایگاه استاندارد در نظر می 𝑅نامیم. اغلب مستطیل )کاشی عمودی( می کاشی-𝑉را که لزوماً دارای ارتفاع صحیح هستند، 

 است. 𝑥𝑦  ةپایین سمت چپ در مبدأ قرار دارد و اضلاع آن موازی محورهای مختصات در صفح ةیعنی گوش

∫ابتدا توجه کنید که  )تعمیم روش اصلیِ بروین(.  مختلط    ة انتگرال دوگان  (1) sin 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑎اگر و تنها اگر یکی از اعداد    0 ± 𝑏  

∫صحیح باشد و   cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑎اگر و تنها اگر یکی از اعداد   0 − 𝑏   یا𝑎 + 𝑏 −  𝑇بنابراین برای هر مستطیل   ،صحیح باشد  1/2

 که اضلاع آن موازی محورهای مختصات است، داریم 𝑥𝑦در صفحة  

∬𝑒2𝜋𝑖(𝑥+𝑦)

𝑇

𝑑𝐴 = 0 

کند تا این انتگرال دوگانه روی هر کاشی  عددی صحیح باشد. حال، فرض قضیه ایجاب می  𝑇اقل یکی از اضلاع  اگر و تنها اگر طول حد

عددی صحیح   𝑅، صفر است. درنتیجه باید پهنا یا ارتفاع  𝑅پذیری انتگرال، مقدار این انتگرال دوگانه روی  صفر شود و لذا بنا به جمع

 ◼باشد. 

𝑎یک مستطیل    𝑅فرض کنید  مختلط(.    ةاثبات انتگرال دوگان  ةشددگرگون )   حقیقی  ة( انتگرال دوگان2) × 𝑏    .در جایگاه استاندارد باشد

∬داریم    𝑇همانند اثبات قبل، برای هر کاشی   sin 2𝜋𝑥 sin 2𝜋𝑦
𝑇

𝑑𝐴 = شود و چون یک صفر می  𝑅. بنابراین انتگرال دوگانه روی  0

𝑥توان از توابع دیگر مانند )عددی صحیح است )می  𝑏یا    𝑎یکی از اعداد    قرار دارد، لذا حداقل  (0,0)در    𝑅گوشة   − [𝑥] − ( یا  1/2

(𝑦 − [𝑦] −  ◼ . عنوان تابع زیر انتگرال استفاده کرد(( به1/2

 ة را در جایگاه استاندارد در نظر بگیرید. شبک  𝑅مستطیل    (.2، دانشگاه واشنگتن؛ شرمن استاین1)ریچارد راکبرگ  شطرنجی  ةتخت  (3)

(1/2)مربعی تولیدشده توسط یک مربع   × شطرنجی   ة صورت یک صفح قرار دارد، به   (0,0)پایین سمت چپ آن در    ةکه گوش را    (1/2)

سیاه و سفید با سیاه / سفید رنگ کنید. چون هر کاشی دارای ضلعی با طول صحیح است، پس هر کدام شامل تعدادی مساوی از مربعات  
 

1 Richard Rochberg 2 Sherman K. Stein 

 صحیح است. ”V“های کاشی ارتفاع و ”H“های کاشی پهنایکاری که در آن هر کاشی دارای حداقل یک ضلع با طول صحیح است. . مثالی از یک کاشی1 شکل
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باید دارای ضلعی با طول صحیح باشد زیرا در غیر این صورت،    𝑅نیز تعداد مربعات سیاه و سفید برابر است. لذا    𝑅خواهدبود. بنابراین در مستطیل  

ولی در بخش چهارم   ، را ببینید( که در سه بخش آن تعداد مربعات سیاه و سفید برابر است  2توان آن را به چهار بخش تقسیم کرد )شکل می 

 ◼  . شود( نتیجه می نیز  عنوان تابع زیر انتگرال در اثبات قبل  به   [2𝑦](1−)[2𝑥](1−)با استفاده از تابع  افتد )این اثبات  این اتفاق نمی 

، شرکت تجهیزات دیجیتال، نشوا،  2ریاضیاتِ آکادمیِ علومِ مجارستانی، بوداپست؛ پیتر گیلبرت  ة، مؤسس 1)ایمره روژا شمارش مربعات(  4)

مختصات خطوط مرزی -𝑥( مجموعة  {𝑦𝑗}ترتیب  )به  {𝑥𝑖}را در جایگاه استاندارد در نظر بگیرید و فرض کنید    𝑅مستطیل  نیو همپشایر(.  

کاری  یک کاشی  به روش زیر،  𝑅کاریِ مستطیل  های کاشیخطها باشد. با انتقال تمام پارهمختصات خطوط مرزی افقی( کاشی-𝑦عمودی )

قرار داشت، آن را حرکت ندهید.   𝑦𝑗یا   𝑥𝑖خطی روی خط متناظر با مقدار صحیحی از  سازیم. اگر پاره( می′𝑅کمکی )از مستطیل جدید  

𝑥خطی عمودی روی  اگر پاره = 𝑥𝑖    برای عدد غیرصحیح𝑥𝑖    واقع بود، آن را تا خط𝑥 = [𝑥𝑖] + سمت چپ یا راست انتقال ، به1/2

𝑦های افقی روی  خططور مشابه، پارهدهید. به = 𝑦𝑗    را برای عدد غیرصحیح𝑦𝑗  تا ،𝑦 = [𝑦𝑗] + سمت بالا یا پایین منتقل کنید.  به  1/2

 ها شود، اما این موضوع اهمیتی ندارد.ممکن است این ساختار باعث کاهش تعداد کاشی

اه استاندارد است که طول و عرض آن برابر با نصف عددی فرد است.  مستطیلی در جایگ   ′𝑅اکنون اگر حکم قضیه درست نباشد، آنگاه  

کند که  ، فرد است. اما فرض قضیه ایجاب می′𝑅شده در اثبات قبل برای  نشده( در تختة شطرنجی معرفیبنابراین، تعداد مربعات )رنگ

 ◼زوج باشد و این تناقض است.  ′𝑅تعداد مربعات در هر کاشی از  

کاری کمکی  دهیم و یک کاشیرا در جایگاه استاندارد قرار می  𝑅آموزش عالی، پاریس(.    ة، مؤسس3آدریان دوادی)ها  ای چندجمله(  5)

دهیم که دارای مختصات غیرصحیح هستند.  هایی را انتقال میخط کنیم و تنها پارهرا انتخاب می  𝑡سازیم. پارامتر  مشابه اثبات قبل می

𝑥های عمودی روی  خطپاره = 𝑥𝑖  سمت راست تا  را به𝑥 = 𝑥𝑖 + 𝑡  سمت بالا تا  های افقی را بهخطو پاره𝑦 = 𝑦𝑗 + 𝑡  دهیم.  انتقال می

,0]را از بازة به اندازة کافی کوچک   𝑡اگر  𝜀]  کاری از انتخاب کنیم، آنگاه این ساختار منجر به یک کاشی𝑅′  های  شود که تعداد کاشیمی

 برابر است. 𝑅کاری آن با کاشی

𝑎)یک مستطیل    ′𝑅حال اگر حکم برقرار نباشد، آنگاه   + 𝑡) × (𝑏 + 𝑡)   برحسب    مدو  ةای درجاست که مساحت آن یک چندجمله𝑡  

𝑤است. اما بنا به فرض قضیه، هر کاشی  × ℎ   در𝑅های ، به یک کاشی با یکی از فرم𝑤 × (ℎ ± 𝑡)  ،(𝑤 ± 𝑡) × ℎ   یا𝑤 × ℎ   تبدیل

 
1 Imre Z. Ruzsa 2 Peter Gilbert 3 Adrien Douady 

 سیاه بیشتر از سفید دارد. مربعتعداد  ،بالا سمت راست ةگوشآنگاه  عدد صحیح نباشد، 𝑏یا  𝑎یک از . اگر هیچ2 شکل
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طور مشابه همین موضوع برای مساحت  است و به  𝑡شده یک تابع ثابت یا خطی برحسب احت کاشی اصلاحها، مسحالت  ة شود. در هممی

𝑅′  .زیرا ،رسیمپس با نمایش درجة دوم از مساحت به تناقض میبرقرار است  𝑡  تواند اختیار کند. یک بازه را می ازهر مقداری ◼ 

به فاصلة حداکثر   𝑅، ارتفاع یا پهنای  𝑝کنیم که برای هر عدد اول  ادعا می، دانشگاه کالیفورنیا، برکلی(.  1)رافائل رابینسون   ( اعداد اول6)

1/𝑝  کاری را از هر طرف  ها باید صحیح عددی باشد. برای اثبات این ادعا، تمام کاشیدر این صورت یکی از آن  ،از عددی صحیح قرار دارد

,𝑥)  ها با مختصاتهای کاشیتمام گوشهشده،  کاری بزرگدر کاشیبزرگ کنید.    𝑝با مقیاس   𝑦)  را توسط  ([𝑥], [𝑦])    جایگزین کنید و

هایی با اضلاع صحیح  رسیم که توسط مستطیلترتیب به یک مستطیل با اضلاع صحیح می. بدینکاری جدید را در نظر بگیریداین کاشی

 𝑝آمده، مضربی از  دستاست. بنابراین مساحت مستطیل بزرگِ به 𝑝که مضربی از    داردها ضلعی است و هر یک از این کاشی کاشی شده

یک    حداکثرشده  ابعاد این مستطیل با ابعاد مستطیل بزرگ  اختلافعلاوه،  باشد. به  𝑝بوده و لذا باید طول یکی از اضلاع آن مضربی از  

 ◼ تا عددی صحیح قرار دارد. 𝑝/1ای کمتر از  دارای ضلعی است که در فاصله 𝑅واحد است. درنتیجه 

ها است. دو  های تمام کاشیگرافی باشد که رئوس آن، گوشه   Γفرض کنید  ، دانشگاه وارویک، انگلیس(. 2)مایکل پترسن  ( مسیر اویلری7)

کاشی  -𝑉کاشی یا یک ضلع عمودی از یک  -𝐻رأس در این گراف به هم متصل هستند هرگاه متناظر با دو سر یک ضلع افقی از یک  

ها را در  مسطح است( یال  Γنید که تری داشته باشید )و ببیهای چندگانه نیز موجود باشد. برای آنکه تصویر واضحباشند. ممکن است یال

مستطیل واقع    4یا    2( روی  مستطیل مرجعهای  جز گوشه را ببینید(. تمام رئوس )به   3 معرف آن، کمی خم کنید )شکل   ِجهتِ کاشی

ها که از  در طول یال  3اند. درنتیجه یک گشتیال واقع شده  1ای روی  قرار دارند. رئوس گوشه  Γیال در گراف    4یا    2اند و لذا روی  شده

 ◼کند. را اثبات می 1یابد مگر به گوشة دیگر برسد که این موضوع قضیة شود و هیچ یال تکراری ندارد، پایان نمییک گوشه آغاز می

اویلری(.    شدة دگرگون( گراف دوبخشی ) 8) استاندارد در نظر بگیرید. فرض کنید    𝑅اثبات مسیر  ی  هامجموعة گوشه   𝑆را در جایگاه 

های  به تمام کاشی  𝑆هاست. با اتصال هر نقطه از  مجموعة تمام کاشی  𝑇ها باشد که هر دو مؤلفة مختصاتی آن عددی صحیح است و  کاشی

𝑆متناظر آن، یک گراف دوبخشی روی   ∪ 𝑇  رأس در    4یا    2،  0ها زوج خواهد بود چراکه هر کاشی  بسازید. تعداد یال𝑆    دارد. اما هر

است،    𝑆نیز که فقط روی یک کاشی قرار دارد، متعلق به    (0,0)کاشی واقع است. چون    4یا    2نیست، روی    𝑅  ةکه گوش  𝑆ای در  نقطه 

 𝑅دیگری از   ةدهد که گوشها واقع است. این اتفاق تنها زمانی رخ میموجود باشد که روی تعداد فردی از کاشی 𝑆دیگری در    ةباید نقط

 ◼عددی صحیح باشد.  𝑅ا ارتفاع  باشد، یعنی باید پهنا ی 𝑆درون 
شود که در آن  ای انجام میکاریهای موجود در کاشیکاشی-𝐻این اثبات به کمک استقرا روی تعداد  )رافائل رابینسون(.    استقرا  (9)

هر   هر  -𝐻پهنای  ارتفاع  و  با  -𝑉کاشی  برابر  می  1کاشی  کفایت  حالت  این  بررسی  چراکه میاست.  را  کند  کاشی  هر  در جهت توان 

هایی  کاشی-𝐻را انتخاب کنید )اگر این کاشی وجود نداشته باشد، نتیجه بدیهی خواهد بود(. اگر    𝑇0کاشی  -𝐻شده، تقسیم کرد.  تعیین

بنامید. در غیر این صورت، تنها    𝑇1، یکی را انتخاب کنید و  استخطی مشترک  در پاره  𝑇0ها با مرز بالایی  د که مرز پایینی آننباش  موجود

𝑉-توانیم  ها دارای این اشتراک هستند و میکاشی𝑇0    واحد در جهت عمودی گسترش دهیم. با این کار، تعداد    1را𝐻-ها افزایش  کاشی

 
1 Raphael Rabinson 2 Michael S. Paterson 3 walk 

 1شکل  ازکاری به دست آمده از کاشی 𝛤. گراف اویلری 3 شکل
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دهیم که به ضلع  در راستای عمودی تا جایی ادامه می  𝑇0است. به گسترش    1شده، همچنان  های عمودی بریدهیابد و ارتفاع کاشینمی

و الی    𝑇2دهیم تا به  سمت بالا ادامه میبه  𝑇1طور مشابه، از  ممکن باشد. به  𝑇1مرز  کاشی هم-𝐻مستطیل برسیم یا انتخاب یک    یبالای 

  𝑇0توانیم از  طور مشابه، میاند. بهواقع شده  𝑅تا بالای    𝑇0ها را داریم که از  کاشی-𝐻از    𝑇0  ،𝑇1  ،... ،𝑇𝑚ترتیب، زنجیر  آخر برسیم. بدین

 سمت پایین حرکت کنیم و به زنجیر به
𝑇−𝑛, … , 𝑇−1, 𝑇0, 𝑇1, … , 𝑇𝑚 

مانده را با هم بلغزانید تا به یک  های باقیو کاشی  دداریبرها را  ها برسیم که از پایین تا بالا کشیده شده است. این کاشیکاشی-𝐻از  

تر منجر به برقراری حکم برای مستطیل اصلی ستفاده از استقرا در این مستطیل کوچک . ادکاشی برسی-𝐻مستطیل با تعداد کمتری  

 ◼شود. می
خط عمودی کاری، پارهدر یک کاشی، کالج اسمیت، انگلیس(.  2، دانشگاه ایلینویز؛ استن واگن1)ریچارد بیشپ  شدهاستقرا، دگرگون   (10)

اتصال را تعریف  -𝐻طور مشابه  نامیم. بهاتصال می-𝑉خط افقی قطع نشده باشد، یک  ماکسیمالی را که نقاط درونی آن توسط هیچ پاره

کاشی( داشته -𝑉کاشی )یا  -𝐻اتصال( باشد که در یک سمت خود، تنها  -𝐻اتصال )یا  -𝑉است اگر یک  3پذیراتصال، تقلیلکنیم. یک می

کاشی بزرگ  -𝑉کاری،  اتصالی که در مرکز کاشی-𝑉پذیر بسیاری وجود دارد. برای مثال،  های تقلیلاتصال  1کاری شکل  باشد. در کاشی

پذیر هستند. در  ها دارای یک اتصال تقلیلکاریکند. تنها کافی است نشان دهیم که تمام کاشیا میکاشی سمت چپش جد-𝐻را از دو  

ها،  کاشی-𝐻مرز است. از بین این  ها همکاشی-𝐻پذیر داریم که از سمت راست تنها با  اتصال تقلیل-𝑉کنیم که یک  این صورت، فرض می

از سمت راست   𝑤 مرز هستند، به اندازةاتصال هم-𝑉هایی را که از سمت چپ با این تمام کاشینامیم. سپس  می  𝑤ترین را پهنای باریک

کم   𝑤مانند و چون پهناها به اندازة  کاشی باقی می-𝑉ها،  کاشی-𝑉کنند ها تغییر نمیرا ببینید(. چون ارتفاع  4دهیم )شکل گسترش می

ها را حداقل  طور که برای استقرا به آن نیاز داریم، تعداد کاشیمانند. اما این گسترش، همانکاشی باقی می-𝐻ها،  کاشی-𝐻اند  یا زیاد شده

  دهد.یک واحد کاهش می

اتصال  - 𝐻ها وجود دارد که هر کدام توسط یک  کاشی - 𝐻در غیر این صورت،از پایین به بالا زنجیری از    ، پذیر موجود باشد باید یک اتصال تقلیل 

ها متصل هستند. این زنجیرها باید متقاطع  اتصال - 𝑉ها وجود دارد که توسط  کاشی - 𝑉به دیگری متصل است و از چپ به راست نیز یک زنجیر از  

 ◼ است.   متناقض   با تعریف اتصال ها باشد و این  اتصال در نقاط درونی اتصال - 𝑉اتصال و  - 𝐻باشند و این تقاطع باید اشتراکِ یک  
کنیم. رئوس آن  صورت زیر تعریف میرا به  Γگراف    .، مرکز تحقیق ارتباطات بل، نیوجرسی(4( مجموعة برش مینیمال )پل سیمور 11)

های  خطکاشی( پاره-𝑉یا  کاشی-𝐻کاشی )   𝑚اند اگر یال به هم متصل  𝑚کاری است و دو رأس توسط  های افقی در کاشیخطتمام پاره

شود که رئوس بالا و پایین را به هم  گیریم، بنابراین یک یال اضافه میرا یک کاشی در نظر می  𝑅متناظر را به هم وصل کنند. بیرون  

ا  هعنوان یالها بهتوان از نیمسازهای عمودی کاشیشود چراکه میدر صفحه می  Γکاری موجود منجر به نشاندن  کند. کاشیوصل می

تر بود که با نشاندن این گراف رسم کرد، هرچند طبیعی 5صورت شکل توان به(. یال متناظر با کاشی اضافی را می5استفاده کرد )شکل 

 روی سطح یک کره، تقارن حفظ شود.

 
1 Richard Bishop 

2 Stan Wagon 

3 reducible 

4 Paul Seymour 

 )ب( )الف(
 دهد.را نشان می 𝐴𝐵های سمت چپ کاری بعد از گسترش کاشیپذیر است. شکل )ب( کاشیاتصال تقلیل-𝑉یک  𝐴𝐵، . در )الف(4 شکل
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ها در نشانندة یک یال وجود دارد اگر وجوه متناظر آن   ∗Γهستند و بین دو رأس در    Γوجوه   ∗Γباشد، رئوس    Γدوگان   ∗Γگراففرض کنید  

با توجه اتصال - 𝑉یک   -کاری  خط عمودی در کاشی ای دارند: هر وجه از قسمتی از یک پاره ساختار ساده   Γمجاور باشند. وجوه   Γمسطح از 

در   Γاتصال به وجود می آید. اگر دو وجه در  - 𝑉های مجاور با آن  و تمام کاشی   - را ببینید(    5اصطلاحات موجود در اثبات قبلی )شکل    به 

 های متناظر با آن وجوه واقع است.اتصال - 𝑉طول یک یال برخورد داشته باشند، آنگاه یک کاشی وجود دارد که مرزهای عمودی آن روی 

رئوس بالا و پایینی   𝑆های بیرونی بالا و پایین باشد. اگر حذف  و یالΓ ها در کاشی-𝐻های متناظر با  مجموعة یال 𝑆حال فرض کنید که  

های عمودی با طول صحیح وجود دارد. در  طور که انتظار داشتیم، مسیری از بالا به پایین شامل تمام گامرا از هم جدا نکند، آنگاه همان

  ∗Γهای یال  مجموعة  ∗𝑆را از هم جدا کند و   Γباشد که حذف آن، بالا و پایین   𝑆زیرمجموعة مینیمالی از   ′𝑆غیر این صورت فرض کنید 

شامل    ′𝑆علاوه، چون باید  است. به  ∗Γیک دور در    ∗𝑆های مسطح،  شده دربارة گرافای شناخته باشد. بنا به قضیه   ′𝑆های  متناظر با یال

که شامل هر گام افقی با طول صحیح است. درنتیجه پهنای کند  القا میبه مرز راست آن    𝑅مسیری از مرز چپ    ∗𝑆های بیرونی باشد،  یال

 ◼مستطیل عددی صحیح است. 

مستطیلی    𝑅فرض کنید ، آزمایشگاه بل، نیوجرسی(.  3س یاناکاکی  س یکالیم، دانشگاه ایلینویز؛  2باخمن یگناد)  1( خط رفت و برگشت12)

𝑎 × 𝑏    در جایگاه استاندارد و𝑏    عددی غیرصحیح باشد. همچنین فرض کنید{𝑅𝑖}  که مرز پایینی    یخطها باشد، ولی پارهمجموعة کاشی

:𝑓در نظر بگیرید. تابع    𝑅𝑖ترتیب پهنا و ارتفاع  را به   𝑏𝑖و    𝑎𝑖سازد، حذف شده باشد.  هر یک را می [0, 𝑏] → [0, 𝑎]   را طوری تعریف

 
1 Sweep-line 2 Gennady Bachman 3 Mihalis Yannakakis 

های افقی رئوس و خطدهد. پارهرا نشان می 1کاری در شکل متناظر با کاشی 𝛤. نمودار اول گراف 5 شکل

هستند. نمودار  𝐻کاشی ایجاد شده باشند دارای برچسب -𝐻ها هستند که اگر توسط یک های عمودی یالخطپاره

دهد. ها نمایش میعنوان یالهای افقی بهخطکاری و پارههای کاشیاتصال-𝑉را با استفاده از  ∗𝛤دوم، گراف دوگان 

 هستند. ∞𝐻و  𝛤 ،𝐻2 ،𝐻5 ،𝐻6 ،𝐻7برش مینیمال در  ةتناظر با یک مجموعم ∗𝑆و  ′𝑆های یال
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𝑦خط  𝑅𝑖د که هایی باش𝑎𝑖برابر با مجموع تمام  𝑓(𝑡)کنید که  = 𝑡  را قطع کند و𝑦 -  مختصات مرز بالایی𝑅𝑖   عددی صحیح نباشد. در

𝑓(0)این صورت داریم  =   عدد کی که شودیم انجام یاگونهبه کار نیا ،کند رییتغ 𝑓مقدار  هرگاهتوان بررسی کرد که سادگی میو به 0

این    زمانی؛  ماندیم  یباق  حیصح برگشتʼکه  و  رفت  کاشیروی  از    ʻخط  در  افقی  عبور مییک خط  افزایشکاری  اختلاف  و  کند،  ها 

برابر با مجموع پهنای تمام   𝑓(𝑏)غیرصحیح است    𝑏عددی صحیح است، اما چون    𝑓(𝑏)یک عدد صحیح است. بنابراین    𝑓های  کاهش

𝑓(𝑏)کنند، یعنی  هایی است که بالای مستطیل را لمس میکاشی = 𝑎 .◼ 
مستطیل را در جایگاه استاندارد قرار دهید. سپس  ، کالج بروکلین(.  2، دانشگاه میشیگان؛ آتیلا ماته1ای )ملوین هوچستر( توابع پله13)

این   درعمودی    یکه حداقل یک کاشی دارای مرز   باشدها  𝑥روی محور    یرا طوری تعریف کنید که رئوسش شامل تمام نقاط  Γگراف  

ها باشد که مختصات بالا یا پایین  𝑦بنامید( و همچنین شامل تمام نقاط روی محور    𝑥𝑖)این مقادیر را با ترتیب صعودی    استمقدار  

کاشی آن بازه را بپوشاند و دو رأس روی محور -𝐻ها را به هم وصل کنید اگر یک  𝑥( است. دو رأس روی محور  𝑦𝑖یک کاشی ) حداقل  

𝑦 ها را به هم وصل کنید اگر یک𝑉-  را ببینید(. هدف آن است که نشان دهیم مبدأ در مؤلفة همبندی    6کاشی آن بازه را بپوشاند )شکل

,𝑎)یکسانی با   ,0)یا   (0 𝑏) ازΓ  .قرار دارد 

,0]روی    𝑓ای  نسبت دهید. سپس تابع پله  Γهای همبندی  ، اعداد متمایزی را به مؤلفه به روشی دلخواه 𝑎]    را طوری تعریف کنید که

,𝑥𝑖)مقدار آن روی بازة   𝑥𝑖+1)  ارة مؤلفة شامل  برابر با شم𝑥𝑖    منهای شمارة مؤلفة شامل𝑥𝑖+1    باشد. توجه کنید که مجموع مقادیر𝑓  

,0]را روی    𝑔طور مشابه تابع  های بین دو رأس مجاور صفر است. بهروی بازه 𝑏]    تعریف کنید. حال با رسم خطوط𝑥 = 𝑥𝑖    و𝑦 = 𝑦𝑖  ،

علاوه، مجموع ثابت است. به  𝑓(𝑥)𝑔(𝑦)کاری را به یک شبکه اصلاح کنید و مشاهده کنید که درون هر مستطیل از این شبکه،  کاشی

 
1 Melvin Hochster 2 Attila Máté 

 1کاری شکل ای، با استفاده از کاشیات تابع پلهب( و شبکة اث4شده از صفر تا گذاریهای شماره. گراف )با مؤلفه6 شکل
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را ببینید(. بنابراین این مجموع روی تمام   6های مشمول در یک کاشی برابر با صفر است )شکل  ها روی تمام مستطیلضرب این حاصل

∑ضرب است. اما این مجموع برابر با حاصلهای شبکه برابر با صفر  مستطیل  {𝑓(𝐼):  {𝐼 یک بازه  بین رئوس  متوالی روی محور  𝑥ها  است 

∑در   {𝑔(𝐽): ها باید صفر باشد، پس مبدأ و یکی  درنتیجه یکی از این مجموع   ،است  {𝐽 یک بازه  بین رئوس  متوالی روی محور  𝑦ها  است 

,𝑎)از دو نقطة  ,0)یا   (0 𝑏)  .در یک مؤلفه قرار دارند◼ 
 در جایگاه استاندارد قرار داشته باشد. با   𝑅فرض کنید که حکم نادرست باشد و  (. کاتیکانکت، دانشگاه 1( لم اسپرنر )جیمز اشمرل 14)

 گذاری کنید: صورت زیر نامکاری را بهبندی کنید. سپس تمام رئوس در کاشیرا مثلث 𝑅رسم قطر هر کاشی،  

,𝑥)نقطة   𝑦)    را𝐴    بنامید اگر𝑥 ∈ ℕ  ،𝐵    بنامید اگر𝑥 ∉ ℕ    ولی𝑦 ∈ ℕ  ،𝐶  یک از  بنامید اگر هیچ𝑥    و𝑦    عدد صحیح نباشند. بنا به یکی

 ◼ فرد است، اما بنا به فرض هیچ مثلثی با این نام وجود ندارد که این تناقض است.  𝐴𝐵𝐶های  های لم اسپرنر، تعداد مثلثاز صورت 

 

 ها . تعمیم3

در این دیدگاه  ها مشابه است.  ها، تفاوت چندانی مشاهده نکنید، چراکه اجزای بسیاری از آن برهانبرخورد با این  اولین  ممکن است در  

است، اثبات انتگرال دوگانة حقیقی حالت خاصی از اثبات انتگرال دوگانة مختلط است و اثبات تختة شطرنجی یک    صادق بعضی موارد  

استفاده شده است.    {1±}ها از توابعی با برد  ضرب سینوس جای حاصلآن بهسازی از اثبات انتگرال دوگانة حقیقی است که در  گسسته 

های های مسیر اویلری و گراف دوبخشی. اما بررسی تعمیمطور که اثباتهمچنین دو اثبات استقرایی بسیار به یکدیگر مرتبط هستند، همان

 ببینید(. کند )پیوست را های دیگر را آشکار میهای اثبات، تفاوتمتنوع

 𝑅کاری از  شود. یک کاشیهای دیگری از اعداد حقیقی جایگزین میحالتی است که اعداد صحیح با گروه  1یک تعمیم طبیعی از قضیة  

باشد که طول آن لزوماً عددی صحیح نیست )یک کاشی با پهنای )ارتفاع(   2شده تعیین  ی را در نظر بگیرید که در آن هر کاشی دارای ضلع

اینجا باید نشان دهیم که پهنای  کاشی( نامیده می-𝑉کاشی ) -𝐻، یک  شدهتعیین در زیرگروه )جمعی( تولیدشده توسط    𝑅شود(. در 

ها قرار دارد. برای مثال، اگر هر کاشی دارای پهنایی صحیح یا  کاشی-𝑉ها یا ارتفاع آن در گروه تولیدشده توسط ارتفاع  کاشی-𝐻پهنای  

های مسیر اویلری، مجموعة برش مینیمال، خط رفت و دارای پهنای صحیح یا ارتفاع جبری است. اثبات  𝑅  ارتفاعی جبری باشد، آنگاه

شده، همگی بدون هیچ اصلاحی برای این تعمیم برقرار هستند. اثبات ای و همچنین استقرای دگرگونچندجمله  ،ایبرگشت، تابع پله

های متناظر  ها در گروهباشد که هر دو مؤلفة مختصاتی آن  یی هاهای کاشیمجموعة گوشه  ،𝑆کند که  گراف دوبخشی در صورتی کار می

 ا پهنایب  متناظر  که  را  یانتخاب  یافق   یهایکاش  از  یبخش  تنها  اگرتوان اثبات استقرایی را نیز در این حالت به کار برد،  قرار گیرد. می

 . ابدییم  کاهش  یافق ی هایکاش  تعداد نیبنابرا شود، برداشته است عضو نیترکیبار

ای با پیدا کردن مسیری در گرافی معین کار خواهند  های مسیر اویلری، مجموعة برش مینیمال و تابع پلهتوجه کنید که هرچند اثبات

، گرافی غیرمسطح ایکه ممکن است اثبات تابع پلهها در دو اثبات اول، مسطح هستند درحالیهایی اساسی وجود دارد. گرافکرد، اما تفاوت

ها از یک ضلع مستطیل به کاشیصحیح دهد مسیری از اضلاع بسازد. در بین این سه، اثبات مسیر اویلری تنها برهانی است که نشان می

آن  ها فاقد  را دارد که دیگر اثبات  ʻمسیرهاییʼای توانایی کشف  رسد که اثبات تابع پلهروی آن وجود دارد. هرچند به نظر میضلع روبه

 را ببینید(.  7هستند )شکل 

همچنان   1قضیة    ،، دارای ضلعی با طول صحیح هستندℤ2های دارای یک گوشه در  روژا اشاره کرده است که اگر فرض شود که کاشی

هر   صورت است:این    در جایگاه استاندارد قرار دارد(. روش دیگری برای بیان این شرط به  𝑅کنیم که  )در اینجا فرض میبرقرار است  

ای بدون هیچ اصلاحی  باشد. اثبات شمارش مربعات روژا، اثبات گراف دوبخشی و اثبات چندجمله   ℤ2گوشه در   4یا    2کاشی دارای صفر،  

کنند )برای دومی تنها رئوس طور اثبات لم اسپرنر نیز کار مییلری و همینای، مسیر اوهای تابع پلهشوند. اثباتمنجر به این نتیجه می

 را در نظر بگیرید(.  ℤ2موجود در 

جز )ظاهراً( ها، بهاند، این نتیجه به ابعاد بالاتر قابل تعمیم است. تمام برهانمشاهده کرده  1های قضیة  طور که نویسندگان اثباتهمان

دهد علاوه، نسخة بعد بالاتر اجازه میدهند. به، خط رفت و برگشت و استقرا، این تعمیم را نتیجه میهای مجموعة برش مینیمالاثبات

 باشد.  ʻشدهتعیینʼ( ضلع از هر کاشی 1جای فقط )به 𝑘که 

ضلع با طول   𝑘بعدی آجر شده است و هر آجر دارای حداقل  -𝑛های  باشد که توسط جعبه  ℝ𝑛یک جعبه در    𝑅فرض کنید    .2قضیة  

 ضلع با طول صحیح است. 𝑘دارای حداقل   𝑅صحیح است. در این صورت  

 
1 James Schmerl 2 designated 
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 𝑡ها به اندازة  توان این آجرکشی را با حرکت ابرصفحه ، می1ای تقریباً به اصلاحی نیاز ندارد. همانند اثبات قضیة  برهان. اثبات چندجمله

است که درجة آن  𝑡ای برحسب  شده یک چندجمله کوچک، انتقال دهیم. اگر حکم نادرست باشد، آنگاه حجم جعبة اصلاح  𝑡واحد، برای 

 ◼ است که این تناقض است.  𝑘ای با درجة حداکثر تر است. اما بنا به فرض، هر آجر در این آجرکشیِ کمکی یک چندجمله بزرگ 𝑘از 
𝑡ضرب  کنند. در اثبات انتگرال حقیقی، تابع زیر انتگرال را با حاصل ی دیگر نیز کار م   ی ها بسیاری از برهان  + sin 2𝜋𝑥𝑟    برای𝑟 = 1, … , 𝑛  

پذیر است اگر و تنها اگر  بخش 𝑡𝑘است که بر   𝑡ای برحسب در این صورت، انتگرال روی یک جعبه برابر با یک چندجمله  جایگزین کنید. 

تر از همة طول اضلاع را در نظر بگیرید.   بزرگ 𝑝ضلع با طول صحیح باشد. در اثبات اعداد اول، تنها اعداد اول  𝑘این جعبه دارای حداقل 

 𝑔(𝑦)و    𝑓(𝑥)کند اگر  ای کار میکند. اثبات تابع پلهشده را عاد نمییک از طول اضلاع در آجر بزرگ هیچ  𝑝2کند که  این کار تضمین می

𝑡اثبات انتگرال، با    تعمیم را همانند   + 𝑓(𝑥1), 𝑡 + 𝑓(𝑥2), دهد  شطرنجی را تعمیم می  ةجایگزین کنیم. رویکرد مشابهی اثبات تخت  …

𝑘اگر  که   = 𝑘کند، هرچند در حالت  کند. اثبات شمارش مربعات نیز کار میراحتی کار میبه،  1 > باید از یک عدد صحیح فرد برای   1

که تعداد مربعات در مستطیل کمکی را عاد    2سمت مقداری صحیح استفاده کرد، در این صورت توانی از  ها بهتقال مرزهای ابرصفحه ان

 کند متناظر با تعداد اضلاع با طول صحیح است. می

𝑘اگر   = های جعبة  جز گوشه گوشه )بهکنند، زیرا هنوز هم هر  را اثبات می  2های مسیر اویلری و گراف دوبخشی قضیة  برهانآنگاه    1

توان از استقرا استفاده  اشاره کرده است می  1طور که اندرو ماس کوللتر، همانبزرگ  𝑘( روی تعدادی زوج از آجرها قرار دارد. برای  مرجع

𝑘کرد: حالت   = استقرا روی   شود، سپس بر ابرصفحة عمود بر این مسیر تصویر کنید و ازمنجر به وجود یک ضلع با طول صحیح می  1

𝑘بُعد استفاده کنید. مزیت این رویکرد استقرایی ارائة اثباتی برای تعمیم روژا در حالت  > است که در آن فرض شده است هر آجر که    1

 ضلع با طول صحیح دارد. 𝑘دارای یک گوشه با مختصات صحیح است، 

دلخواه   𝑘و    𝑛ها برای هر  دهند که تعمیم از منظر نظریة گروهینشان م  2ای از قضیة  ای، مسیر اویلری و تابع پلههای چندجملهاثبات

شده  ضلع تعیین  𝑘هایی آجرکشی شده باشد که هر کدام دارای حداقل  بعدی توسط جعبه-𝑛تر: اگر یک جعبة  طور دقیقبرقرار است. به 

 
1 Andreu Mas-Colell 

 )الف(

 )ج( )ب(

 ای است.از اثبات مجموعة برش مینیمال و گراف )ج( از اثبات تابع پله ∗𝛤و  𝛤های )ب(، گراف )الف( از اثبات مسیر اویلری، گراف. 7 شکل
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قرار دارد که توسط طول اضلاع    ℝهی از  در زیرگرو  مرجعجهت وجود دارد که در هر یک، طول ضلع جعبة    𝑘هستند، آنگاه حداقل  

 شود.شده در آن جهت تولید میتعیین

دو مجزا گیرد، یعنی تعداد متناهی کاشی که لزوماً دوبههای چندگانه از مستطیل نشأت میکاریدر نظر گرفتن کاشی  با تعمیم دیگری  

از   نقطه  اما هر  از کاشیها( در  جز مرزهای کاشی)به  مستطیل مرجعنیستند  قرار میتعداد یکسانی  اثباتها )چندگانگی(  های  گیرند. 

1گذاری  ای، شمارش مربعات )با جایشطرنجی، چندجمله   تختةهای  کنند. همچنین اثباتانتگرالی در حالت اعداد صحیح کار می

𝑝
جای به   

1

2
کنند. اثبات مسیر تر از چندگانگی( کار میز اعداد اول بزرگتر از چندگانگی است( و اعداد اول )با استفاده ادر آن عدد اولی بزرگ  𝑝که    

های آن از گوشة پایین دار بسازیم که در هر کاشی، یالطور که پترسن اشاره کرده است، گرافی جهتکند اگر هماناویلری نیز کار می

ة خروجی گوشة پایین سمت چپ برابر با سمت چپ و گوشة بالا سمت راست خارج و به دو گوشة دیگر وارد شوند. در این صورت، درج

دار از گوشة ها یکسان است. بنابراین یک مسیر جهت که درجة ورودی و درجة خروجی سایر رئوس غیر از گوشه چندگانگی است درحالی

ها  ای در حالت گروهچندجمله ای و  های مسیر اویلری، تابع پلهشود. اثباتختم می  𝑅های مجاور در  پایین سمت چپ، به یکی از گوشه

 کنند. نیز کار می

تعمیم دهیم. ابتدا استوانه را در  شوند توانیم این قضیه را به حالاتی مانند استوانه و چنبره که اضلاع مستطیل یکی در نظر گرفته میمی

برقرار است که به کمک    1قضیة  روی هم یکی هستند. تعمیم مستقیمی از  کنیم دو ضلع عمودی روبهنظر بگیرید که در آن فرض می

گونه که شده و مسیر اویلری )همانهای خط رفت و برگشت، استقرا )که برای استوانه و چنبره ساخته شده بود(، استقرای دگرگونبرهان

 شود. اصلاح شده است( اثبات می 3در اثبات قضیة 

𝑎غلط است. یک چنبرة مسطح   1چراکه در این حالت قضیة   ،تری استچنبره حالت جالب  × 𝑏 که مستطیلی   را در نظر بگیرید𝑎 × 𝑏 

و رافائل   1طور مستقل توسط سولومن گلمبکه به  8شوند. مثال شکل  روی هم یکی در نظر گرفته میدر صفحه است که اضلاع روبه

 غلط است.  1دهد که تعمیم خام از قضیة نشان می رابینسون کشف شده است

 
1 Solomon Golomb 

6ها کاشی-𝐻. 8 شکل × 3 ،𝑉-2ها کاشی × 10و چنبره  6 × هستند. با تقسیم  15

کاری از چنبرة به یک کاشی 6بر 
5
3

×
5
2

1های با استفاده از کاشی  ×
1
2

و  
1
3

×  رسیم.می 1
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قضیة زیر ابتدا توسط رابینسون در حالت اعداد صحیح ثابت  تر است. به چنبره قابل تعمیم است هرچند حکم آن پیچیده   1این وجود قضیة با  

  3اثبات قضیة  های دلخواه تعمیم داده شود. تواند به حالت زیرگروه استفاده کرده است و می  1اثبات آن از روش برهان استقرا از قضیة شد که 

ها  . به موقعیت نادری توجه کنید که نتایج اصلی در مستطیل د کن های مسیر اویلری و استقرا را تلفیق می های برهان که در زیر آمده است، ایده 

 شود. تعمیم داده می   ℝهای دلخواه از  که نتایج مربوط به چنبره به زیرمیدان دهد درحالی تعمیم می   ℝهایی دلخواه از  را به زیرگروه 

𝑎فرض کنید که یک چنبرة مسطح    .)رابینسون(  3قضیة   × 𝑏   همچنین   اضلاع چنبره کاشی شده باشد.هایی موازی با  توسط مستطیل

ترتیب )به   𝐺𝐻و    کاشی باشد-𝑉کاشی یا  -𝐻نظر از طول یا عرض آن، طوری طراحی شده است که یک  فرض کنید که هر کاشی صرف

𝐺𝑉  گروه تولیدشده توسط پهنای )𝐻-بهکاشی( ترتیب ارتفاع  ها𝑉-باشد. در این صورت حداقل یکی از احکام زیکاشی )ر برقرار است: ها 

(1  )𝑎   متعلق به𝐺𝐻 ،است 

(2  )𝑏   متعلق به𝐺𝑉 ،است 

 است. 𝐺𝑉متعلق به   𝑛𝑏و   𝐺𝐻متعلق به   𝑚𝑎طوری که اند بهوجود دارند که نسبت به هم اول 𝑛و   𝑚( اعداد صحیح  3)

توانیم حلقه داشته روی چنبره میکاری باشد که در اثبات مسیر اویلری معرفی شد.  همان گراف متناظر با کاشی  Γبرهان. فرض کنید  

  را ببینید.   9ها خم کنید؛ شکل  ها را کمی در جهت کاشی معرف آنروی چنبره نشانده شده است، یال  Γباشیم. برای اطمینان از اینکه  

حلقه  4یا  2ها دارای کاری با یک کاشی، گوشه کاشییک  مانند  در حالات بدیهی،  است ) 4یا  2همانند حالت مسطح، هر رأس از درجة 

 گیرد. یک دور ساده قرار می رویاویلری است. در حالت خاص، هر یال  Γمؤلفة بنابراین هر هستند(. 

𝑁اگر    شود.ها، انجام می، تعداد کل کاشی𝑁اثبات از طریق استقرا روی   = 𝑁توجه کنید که برای  ( برقرار است.  2( یا )1، آنگاه )1 > 1  ،

توانیم فرض کنیم که دور سادة  ترتیب میبدینشود.  ( نتیجه می3( یا )2(، )1باشد، آنگاه یکی از )  1دارای دوری غیرقابل انقباض  Γاگر  

توانیم  در غیر این صورت، می ( برقرار است.2( یا )1، آنگاه )چدبپیها دقیقاً یک بار در یکی از جهت 𝐶اگر  وجود دارد.  𝐶غیرقابل انقباض  

آن در دو جهت نسبت به هم   2پیچشیعدد  ، آنگاه  بپیچدبیش از یک بار در یک جهت    𝐶شده استفاده کنیم که اگر  ای شناخته از نتیجه 

,gcd(𝑚گوید اگر  است که می  3ʻقضیة وتر جهانی ʼای از  )این نتیجه   انداول 𝑛) = 𝑑    آنگاه خم ساده بین مبدأ و(𝑚, 𝑛)    دارای وتری

𝑚)خط بین مبدأ و پاره  ی ازاست که انتقال 𝑑⁄ , 𝑛 𝑑⁄ کاری  شیدهد. برای مثال، دو دور در گراف کا( را نتیجه می3این موضوع )است(.    (

قرار دارد.    𝐺𝑉در    2𝑏و    𝐺𝐻در    3𝑎پیچد، پس  بار در جهت عمودی می  گلمب وجود دارد که سه بار حول جهت افقی و دو   -رابینسون  

 .را ببینید( 10ها، هیچ دور غیرقابل انقباضی ندارد )برای مثال شکل آن  Γهایی وجود دارند که گراف  کاریهرچند کاشی

 
1 noncontractible 2 winding number 3 Universal Chord Theorem 

 های یک چنبرهکاریهای مرتبط با کاشیاز گراف - یکی با دو کاشی و دیگری فقط با یک کاشی - . دو مثال9 شکل

 غیرقابل انقباض ندارد. یای که گراف آن دورکاری چنبرهمثالی از کاشی. 10 شکل
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 Γبنابراین فرض کنید که    کاشی داشته باشد.   𝑁کاری را طوری اصلاح کرد که کمتر از  توان کاشیباید نشان دهیم که میدر این موارد  

باید دارای یک دور قابل انقباض ساده باشد که هیچ یالی درون آن وجود ندارد    Γفقط دارای دورهای قابل انقباض باشد. در این صورت  

ها در درونش باشد، آنگاه این تعداد باید صفر  یک دور قابل انقباض ساده با کمترین تعداد یال  𝐶ترتیب اگر  بدین)به آن دور خالی گوییم(.  

 .است 𝐶های درونی  های درونی آن کمتر از یالباید روی دوری قرار داشته باشد که تعداد یال 𝐶باشد؛ یعنی هر یال درون  

، هیچ کاشی درون آن  کنیم مشاهده میکاری  در کاشیآن را  دارای یک دور قابل انقباض خالی باشد که وقتی    Γابتدا فرض کنید که  

تواند  چون این دور ساده است، پس می  مرز خود را دو بار بپیماید، یک بار در هر جهت.  ازچنین دوری، باید هر قسمت    وجود نداشته باشد.

اصلاح    4صورت شکل  ها را بهتوانیم کاشیمی  ، در هر حالت  باشد.   11زاویة قائمه نداشته باشد، بنابراین باید شبیه به یکی از دورهای شکل  

را حداقل یک    𝑁ترین کاشی در سمت دیگر را در بر گیرد( که  ترین یا کوتاهدهیم که باریکی گسترش میسمت را تا جایکنیم )یک  

 گونه که برای استقرا نیاز داریم.دهد، همانواحد کاهش می

کاشی  -𝐻است که یک کاشی مثلاً یک   𝐶دارای یک دور قابل انقباض خالی   Γاگر هیچ دوری همانند پاراگراف قبل موجود نباشد، آنگاه  

های این کاشی را از بالا سمت  گوشه  هستند.   𝐶هایی روی  خالی است، اضلاع بالا و پایین این کاشی متناظر با یال  Cدرونش دارد. چون  

𝑎صورت  خالی است باید بهیک دور  𝐶چون  گذاری کنید.نام  𝑑و   𝑎  ،𝑏  ،𝑐راست و در جهت ساعتگرد   … 𝑏𝑐 … 𝑑𝑎  .اضافه  با حال،  باشد

را  کاشی  -𝐻توانیم این اما در این صورت می  قرار دارد.  𝐺𝑉در   𝑏تا   𝑎گیریم که فاصلة نتیجه می  𝐶در   𝑏و   𝑎های عمودی بین کردن گام

روش به کوتاه کردن این دور ادامه دهیم تا جایی که هیچ  توانیم به این  رده و طول این دور را کم کنیم. میکاشی عوض ک-𝑉  ا یکب

 ◼ها ساده بود. ای درون آن موجود نباشد. در این صورت، در حالت قبلی قرار داریم، جایی که کم کردن تعداد کاشیکاشی
ای توسط اعداد اول خود، نشان داد که اگر چنین چنبره  برهانرابینسون با تعمیم  دانیم.های با بعد بالاتر نمیزیادی در مورد چنبره  چیز

توان این حکم را میهمچنین    ضلع به طول گویا است.حداقل یک  این چنبره دارای  هایی با یک ضلع به طول صحیح پر شود، آنگاه  جعبه 

 های دلخواه اثبات کرد. ای که دارای امتیاز کار با گروهبرهان تابع پله  کمک با

𝑎𝑖 ،𝑖بعدی مسطحی را با اضلاع به طول  - 𝑛چنبرة   نسون، ماته(.)رابی   4قضیة   = 1, … , 𝑛 در نظر بگیرید که توسط آجرهایی ،𝑛 - بعدی

را گروه تولیدشده توسط طول اضلاع    𝐺𝑖  شده باشد.فرض کنید که هر آجر دارای ضلعی تعیین  موازی با اضلاع چنبره، آجر شده باشد. 

متعلق    𝑚𝑎𝑖طوری که  وجود دارد به  𝑚عدد صحیح مثبت    𝑎𝑖اُمین جهت در نظر بگیرید. در این صورت برای حداقل یک  𝑖شده در  تعیین

 است. 𝐺𝑖به 

𝑎حالت چنبرة مسطح  برهان )ماته(. جزئیات اثبات را تنها برای   × 𝑏    درℝ2  فرض کنید   به ابعاد بالاتر واضح است.  کنیم، تعمیم  بیان می

𝑎مستطیل   × 𝑏  ترش  سطور متناوب به کل صفحه گکاری را بهکاشی  ها باشد.های یکی از کاشیدر جایگاه استاندارد و مبدأ یکی از گوشه

,𝑥)اگر    ای تعریف کنید:را همانند اثبات تابع پله  Γدهید و گراف  𝑦)   باشد، آنگاه نقاط    چنبرههای  نسخه در یکی از  ای از یک کاشی  گوشه

(𝑥, ,0)و   (0 𝑦)  دو رأس روی محور   اند.رئوس گراف𝑥ها توسط یک کنیم اگر بازة بین آنها را به هم وصل می𝐻-کاری  کاشی در کاشی

ها روی طور مشابه یالبه  اند.ها در یک مرز عمودی از چنبره قرار گرفتهشود که کاشیپوشانده شود؛ این حالت شامل مواردی میصفحه  

 شود.ها تعریف میکاشی-𝑉ها با استفاده از  𝑦محور  

ها باشد که همگی در یک مؤلفة همبندی 𝑥دارای نامتناهی رأس، مثلًا روی محور    Γتنها کافی است که ادعای زیر را ثابت کنیم، چراکه اگر  

,𝑥)صورت هستند، آنگاه باید آن مؤلفه شامل دو رأس به  𝑥)و   (0 + 𝑚𝑎,  است.واقع    𝐺1در   𝑚𝑎باشد. این بدان معناست که   (0

 است. نامتناهی  مؤلفة همبندییک دارای  Γگراف    ادعا.

شود، هیچ کاشی درون آن وجود کاری مشاهده میقابل انقباض که وقتی روی کاشی. یک دور 11 شکل

 شکل یکی از این دو دور باشد.ندارد باید به
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را روی نقاط متناظر با رئوس    𝐶1و تابع    ها متناهی هستندفرض کنید که این ادعا نادرست است. در این صورت تمام مؤلفهاثبات ادعا.  

,𝑡)طوری که  باشد به  𝑡برابر با کمترین مقدار  𝐶1(𝑥)کنیم که  میتعریف طوری ها 𝑥روی محور  Γگراف   در مؤلفة همبندی یکسانی   (0

,𝑥)با   روی  و  ها  𝑥را روی محور    𝑓ای  کنیم. حال تابع پلهها تعریف می𝑦را برای رئوس روی محور    𝐶2طور مشابه تابع  به  باشد.  Γدر    (0

𝐶1(𝑥′′)با  ، برابر Γدر  ′′𝑥و   ′𝑥بازة بین هر دو رأس متوالی  − 𝐶1(𝑥′) دهیمقرار می . 

دلیل متناوب  علاوه، بهبه  کنند، صفر است.افراز می  ℝ2کاری  در کاشی  را  کاشی -𝐻یک  هایی که  روی بازه  𝑓همانند گذشته، مجموع مقادیر  

𝐶1(𝑥کاری صفحه، داریم  بودن کاشی + 𝑎) = 𝐶1(𝑥) + 𝑎    و𝑓    تابعی متناوب با دورة تناوب𝑎  .بنابراین مجموع مقادیر    است𝑓    روی

نیز   𝑔ای ها برای تابع پلهاین ویژگی کنند، برابر با صفر است.کاشی را در چنبرة اصلی در جایگاه استاندارد افراز می-𝐻هایی که یک  بازه

کاری را به یک شبکه  و کاشیعمل کنید    1برای اتمام اثبات، همانند قضیة  برقرار است.    ،شودتعریف می  𝑓  مشابه  𝐶2که با استفاده از  

𝑎که از آنجا، مجموع روی کل چنبرة    روی هر کاشی برابر با صفر است  𝑓𝑔اصلاح کنید و توجه کنید که مجموع مقادیر   × 𝑏    صفر

,0]های  ( روی بازه𝑔ترتیب  )به  𝑓مجموع مقادیر  است:    𝑎𝑏اما این تناقض است، زیرا این مجموع برابر با    شود.می 𝑎]  0]ترتیب  )به, 𝑏] )

𝐶1(𝑎)برابر است با   − 𝐶1(0) = 𝑎 ترتیب )به𝐶2(𝑏) − 𝐶2(0) = 𝑏.) ◼ 
در این صورت، این نتیجه    .ص باشدمشخ  ، نه همه،اضلاع آن  از  کند، جایی که برخیبعدی نیز کار می-𝑛ای پیشین برای جعبه   استدلال

شده در آن از جعبه وجود دارد که طول ضلع آن در زیرگروه تولیدشده توسط طول اضلاع تعیین   ʻناشناختهʼجهتی    یا  کند کهبیان می

برخلاف  ر با آن جهت قرار دارد.  وجود دارد که مضرب صحیحی از طول ضلع آن در گروه متناظ  ʻشدهشناختهʼجهت قرار دارد یا جهتی  

از یک چنبرة کاشی  یک  کند و چیزی برایهای چندگانه نیز کار میکاری، استدلال پیشین برای کاشی3اثبات قضیة   کاری چندگانه 

گویا است )و اگر هر کاشی دارای یک ضلع با طول صحیح باشد، آنگاه طول حداقل یک ضلع از چنبره دهد:  دوبعدی استاندارد نتیجه می

 های چندگانه در ابعاد بالاتر(. کاریطور مشابه در کاشیبه

 

 . چکیده و مسائل باز 4

اگر دو اثبات را معادل گوییم    دهد. ها انجام مییز دادن اثباتیهای مختلفی که در اینجا مشاهده کردیم، کاری نسبتاً کامل در تمتعمیم

مگر اصلاح   ، هستند  (10)~(9)و   (3)~(2)~(1)های معادل کار کنند، آنگاه تنها اثبات  ها مشروط بر اینکه روی یک مجموعه از تعمیم

اثبات مسیر اویلری   ای باشند. های مسیر اویلری و تابع پلهها، برهانترین اثباترسد که دو تا از قویبه نظر می و تغییر جدیدی پیدا شود.

𝑘برة استاندارد و حالت  های چندگانه از چنکاریعد بالا، کاشیهای بُروی چنبره  > ای در  خورد. اثبات تابع پلهشکست می  2از قضیة    1

برای یک مقایسة قطعی باید تا زمانی منتظر    شود.جز چنبره و استوانه که منجر به بهترین نتیجة ممکن نمیکند بههمة حالات کار می

 ببینید.یر در زبمانیم که وضعیت درست در ابعاد بالاتر حل شود؛ مسئلة )الف( را 

 

های چنبره یا استوانه در بعد بالاتر را بهبود بخشید یا آن بهترین امکان کاریظاهر ضعیف دربارة کاشیتوان حکم بهآیا می  مسئله )الف(.

𝛼ای با ابعاد نشده، حالتی است که در آن وجوه چپ و راست جعبه مشخص باشد. آیا چنین جعبه ترین حالت حلاست؟ ساده × 𝛽 × 𝛾  

 ؟هایی که هر یک دارای ضلعی به طول واحد است پر کردتوان با جعبهگنگ هستند، می 𝛾و   𝛽گویا و   𝛼را که 

 

,𝑎)تایی  ازای کدام سه)گلمب(. به مسئله )ب( 𝑏, 𝑘) توان چنبرة می𝑎 × 𝑏 هایی از یک کاشی )عمودی یا افقی(  را با استفاده از نسخه

1 × 𝑘 د؟ کاشی کر 

 

1های کاشی  توان با استفاده از نسخههایی را که می، مستطیلنتیجة اصلی بروین  تذکر. × 𝑘  یا ارتفاع یا  کندکاشی کرد، شناسایی می :

𝑎است. این نتیجه برای چنبرة    𝑘پهنای مستطیل ضریبی از   × 𝑏    صادق است اگر𝑘   .بار توسط این قضیه اولین  توانی از عدد اولی باشد

تقسیم    𝑘نتیجه گرفت، تنها کافی است همه چیز را بر    3توان آن را از قضیة  آمیزی ثابت شد، همچنین میرابینسون و گلمب با روش رنگ

𝑘بنابراین    توانند توانی از عدد اول یکسانی باشند. نمی  𝑛و    𝑚کنید و مشاهده کنید که هر دو ضریبِ نسبت به هم اولِ   = ترین  کوچک  6

,𝑎)تایی  ازای آن سه ه بهعددی است ک 𝑏, 𝑘)  یک از  همانند مسئلة )الف( وجود دارد که هیچ𝑎    و𝑏    بر𝑘  یک حالت    پذیر نیست.بخش

𝑎های  نشده از مسئلة )الف(، شناسایی چنبرهخاص حل × 𝑏  1هایی از کاشی  نسخه ه کمک  ب  ها راآن   تواناست که می ×   کاشی کرد.  6

10گلمب نشان داده است که چنبرة  ×  ترین مثال است. کوچک  15



 ل یمستط کی یکاریکاش یبرا روش 14
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توان های دوگانه از چنبرة استاندارد که هر کاشی دارای حداقل یک ضلع با طول صحیح است چه میکاریدربارة کاشی  مسئله )ج(.

 گویا هستند؟گفت؟ آیا درست است که طول یکی از اضلاع چنبره عددی صحیح است یا طول هر دو ضلع آن عددی 

 

 هاپیوست برای تصدیق متفاوت بودن اثبات

 : هاتعمیم :هابرهان

 . صفحه 1 ( انتگرال دوگانة مختلط1)

 . صفحه، فرض روژا2 ( انتگرال دوگانة حقیقی2)

 های دلخواه. صفحه، گروه3 شطرنجی تختة( 3)

𝑛  ،𝑘. بعد  4 ( شمارش مربعات 4) = 1 

𝑛  ،𝑘. بعد  5 ها ایچندجمله  (5) > 1 

𝑛  ،𝑘. بعد  6 ( اعداد اول 6) >  ، فرض روژا1

 . استوانه 7 ( مسیر اویلری7)

 . چنبره8 ( گراف دوبخشی8)

 کاری چندگانه. صفحه، کاشی9 ( استقرا 9)

 های دلخواهکاری چندگانه، گروه. صفحه، کاشی10 شده( استقرای دگرگون 10)

 چنبرة از بعد بالا . 11 ( مجموعة برش مینیمال11)

 کاری چندگانه. چنبره، کاشی12 ( خط رفت و برگشت 12)

  ای( توابع پله13)

  ( لم اسپرنر14)

 

 کند حالاتی که در آن کار می  شمارة اثبات

1 ،2 ،3  1 ،4 ،5 ،9 

4  1 ،2 ،4 ،5 ،9 

5  1 ،2 ،3 ،4 ،5 ،9 ،10 

6  1 ،4 ،5 ،9 ،11 

7  1 ،2 ،3 ،4 ،7 ،8 ،9 ،10 

8  1 ،2 ،3 ،4 ،9 ،10 

9 ،10  1 ،3 ،7 ،8 

11  1 ،3 

12  1 ،3 ،7 

13  1 ،2 ،3 ،4 ،5 ،9 ،10 ،11 ،12 

14  1 ،2 ،3 ،4 

 مرجع:

Wagon, Stan, Fourteen Proofs of a Result about Tiling a Rectangle, The American Mathematical Monthly, 
vol. 94, 1987, pp. 601-617. 
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 دوفصلنامه دانشجویی 

 ت ـهایـنیــب

 
دادن شکست  شدن،  مشهور  و  درخشیدن    برای 

نویمان  فون  بود.    1جان  از سخت  بیش  نویمان 

برای بازی،    نظریة  ابداعکامپیوتر مدرن و    طراحی

 ای بود.افسانه محاسبات ذهنی سریع خود،

داستان از این قرار است که یک روز شخصی او را  

سوار از با یک معما به چالش کشید. دو دوچرخه 

  10با سرعت    ،مایل  20ای به طول  انتهای جادهدو  

ها کنند، مگسی که روی چرخ جلوی یکی از دوچرخه ها شروع به حرکت میکنند. وقتی آنحرکت میسمت دیگری  ساعت به  برمایل  

چرخد و می  رسد فوراًرود. به محض اینکه به آنجا میدیگر می  ةسمت دوچرخ ساعت به  بر مایل    15و با سرعت    کند پرواز مینشسته بود  

. به پرواز به عقب و جلو ادامه دهدادامه می  ترتیبگردد و به همین  دوم برمی  ةدوچرخ  سمتگردد، سپس بهاول برمی  ةسمت دوچرخبه

ها گیر کند. مگس در مجموع چقدر مسافت را پیش از له های جلوی آن بین لاستیک  ،ها هایت در هنگام برخورد دوچرخه دهد تا در نمی

 شدن طی کرده است؟

تر از قسمت قبلی  سفر رفت و برگشت مگس از نامتناهی بخش تشکیل شده است که هر کدام کوتاه  رسد. به نظر سخت می این مسئله  

 .راحتی نیستها به نظر کار است. جمع کردن آن 

سواری که با مایل طول دارد، دو دوچرخه  20ای که  شود. در جاده، مشکل آسان میسواران فکر کنیددوچرخه  جای مگس، بههاما اگر ب

کنند و در طول آن ساعت، مهم ساعت در وسط یکدیگر را ملاقات می  1شوند، پس از  ساعت به یکدیگر نزدیک می  بر یل  ما  10سرعت  

 ساعت بود.   برمایل  15مایل را طی کرده باشد، زیرا سرعت آن  15کند، باید نیست مگس چه مسیری را طی می

پاسخ داد:     فون نویمان گفت:   «.فهمیدیاوه، حقه را  »  . پرسشگر ناامید او گفت:«لمای  15»وقتی فون نویمان این معما را شنید، فوراً 

 « من فقط سری نامتناهی را جمع کردم. ه؟کدام حق»

بزرگ    نمایشنقش کوچکی در    -  کنند.خاص پیروی می  ةبعی که از یک قاعد ا یا ت  رنهایت عدد، متغیمجموع بی  -  های نامتناهیسری 

اواخر واحد   ایستند.های نامتناهی متواضعانه کنار میکنند، سرینمایش را از آن خود میها  که مشتقات و انتگرالحسابان دارند. درحالی

 شوند. ها ظاهر میآن ،خودشان را به خط پایان برسانندتا ند ازمانی که همه در تلاش ،درسی حسابان

دقت   ی ازو نکات ظریفند  نککمک میتقریبی برای مسائل دشوار    هایجواب یافتن    ههای نامتناهی بها را مطالعه کنیم؟ سریپس چرا آن 

بزرگ است.   ةها برای شما یک خمیازاین   ةهم  در غیر این صورت  شما یک دانشمند مشتاق باشید،   مگر. اما  دندهرا نشان میریاضی  

 

 

 باروقمهدیه آزادحسن مترجم:
 دانشجوی کارشناسی ریاضیات و کابردها، دانشگاه شهید بهشتی

 کندی م  آشکار  را  اتیاضیر  وحدت  ،ینامتناه  یهای سر  چگونه

  نی ع در و نیترشده گرفتهکمدست از یک ی ینامتناه یهای سر

سایر   تواندی م  که است اتیاضیر  در میمفاه نیتری قو حال

 . دهد وندیپ هم  به ی رااضیر  عیوس شبکة سراسر  در میمفاه



 کند یم آشکار را اتیاضیر وحدت  ، ینامتناه  یهای سر چگونه
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حقوق    -های نامتناهی ند. معدود کاربردهای سریشوگونه کاربردی در دنیای واقعی ارائه میهای نامتناهی اغلب بدون هیچعلاوه، سریبه

برای مخاطبان نوجوان دور از دسترس  ندنتوامی  شوندظاهر می که -درمانی  های شیمیطراحی رژیم  و  های مسکنیا مقرری سالیانه، وام

 د. نسبر نظره ب

سریکنندهقانع یادگیری  برای  دلیل  دانشترین  به  من  که  چیزی  )یا  نامتناهی  میهای  آنآموزانم  که  است  این  رابطگویم(  های  ها 

آشکار   ،که قبلاً وجود داشته  هر آنچهغیرمنتظره بین    یهای مختلف ریاضیات و پیوندهای بین حوزه   ی راها روابطهستند. آن  ایکنندهخیره 

 شود. نمایان می - ریاضیاتتمام  -  د. تنها زمانی که به این بخش از ریاضیات و حسابان رسیدید، ساختار واقعی ریاضینکنمی

 کندمیروشن  آن  گام به گام    حلِ  قبل از اینکه توضیح بدهم، اجازه دهید به معمای دیگری که شامل یک سری نامتناهی است نگاه کنیم.

 کند. های نامتناهی فراهم میسری دربارة تریگسترده تفکرة مگس را حل کرده است و زمین ةکه چگونه فون نویمان مسئل

 « دلار چطور؟  12»  :دپرسیمی  شماخواهد و دلار می  24خیابانی بخرید. او    ة خواهید یک کلاه فانتزی را از یک فروشندفرض کنید که می

 « دلار. 18بیا اختلاف این دو را نصف کنیم، » دهد: او پاسخ می

زنی  هنر چانهʼراهنمای  ةکتابچهم  رسد، اما نه برای شما، زیرا شما  نظر میه قی ببخش است. تقسیم اختلاف، منطاغلب این روش نتیجه 

نصف   ، دلار است  18که    را  دلار و آخرین عدد روی میز  12کنید تا اختلاف بین  می  تلافی اید. شما با پیشنهادتان  را خوانده  ʻنامتناهی

تا   .«دلار  16.50عدد را دوباره نصف کنیم،    نه، دوست من بیایید اختلاف دواوه  »  گوید:فروشنده می«  دلار چطور؟  15»  گویید:کنید. می

 ؟چقدر استیابد. قیمت نهایی ادامه می معمولصورت غیرهمگرا نشوید، این امر به یکسانی روی قیمت که  زمانی

 کنند: ز یک الگوی منظم پیروی می توجه کنید که پیشنهادهای متوالی ا   ،مجموع یک سری نامتناهی است. برای اینکه متوجه شوید  ،پاسخ

 قیمت درخواستی فروشنده  24
12 = 24 −  اولین پیشنهاد شما 12

18 = 24 − 12 +  24و  12تقسیم کردن اختلاف بین  6
15 = 24 − 12 + 6 −  18و  12تقسیم کردن اختلاف بین  3

همواره در حال که    شوند ساخته می  تساوی سمت راست    ی دراز سری اعداد  مرتباً   ، تساویاست که اعداد سمت چپ    آن کلیدی    ةنکت

,24)  ة. هر عددی که در دنبالتر شدن هستندطولانی −12,6, −3, ⋯ شود، نصف عددی است که قبل از آن قرار دارد، اما با  ظاهر می  (

 که شما و فروشنده با آن موافقت خواهید کرد برابر است با:  𝑃علامت مخالف. بنابراین قیمت  

𝑃 = 24 − 12 + 6 − 3 + ⋯  
 .آن است که این سری تا ابد ادامه دارده نقطه به معنای که در آن س

ماهرانه مشکل را آسان سازیم.   یتوانیم با ترفندآنکه بخواهیم ذهن خود را در اطراف چنین عبارت نامتناهی طولانی بپیچانیم، می  جایبه

 .برسیمتر برای محاسبه بسیار ساده  جملات، به عبارتینامتناهی از  ایگردایه با ساده کردندهد که این ترفند به ما این امکان را می

 ترتیب شوند. بدیناعداد سمت راست دو برابر می ةرا دو برابر کنیم. در این صورت هم 𝑃بیایید  

2𝑃 = 48 − 24 + 12 − 6 + ⋯  
است، با این تفاوت که     𝑃تقریباً مشابه همان     2𝑃در جملات  نامتناهی    ةکند؟ توجه کنید که زنجیرتواند به ما کمک  حال این چگونه می

را به سری   𝑃های مثبت و منفی اعداد اصلی ما معکوس هستند. بنابراین اگر سری  علامت  ة( و هم48یم )ما یک عدد پیشرو جدید دار

2𝑃    ،پسکه هیچ مشابهی برای حذف آن وجود ندارد.    48جز  شوند، بهحذف می  دودوبهها و هر چیز دیگری  12ها و  24اضافه کنیم  

2𝑃 + 𝑃 = 3𝑃یعنی   48 = 𝑃 درنتیجهو   48 = $16. 

 پردازید. هی برای کلاه میاهای نامتناست که بعد از چانه زدن مبلغی این همان 

 

توان به واحد می ،ها آشنا بودند پیشگامان حسابان دریافتند که تمام توابعی را که با آن

 تبدیل کرد.   ʻهای توانیسریʼپول جهانی 
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 نـهایـت بــی

Infinity magazine 

باط کنید که هر طولی از مسیر نتوانید استد. با کمی تلاش، مینکنمگس و دو دوچرخه از یک الگوی ریاضی مشابه پیروی می  ةمسئل

  .دانستمی  بازی کودکانه  یک  را  حاصل  ʻهندسی  سریʼ  محاسبةپنجم طول مسیر قبلی است. فون نویمان  رفت و برگشت مگس، یک

مگس،   ة. برای مسئلاستیکسان  ی متوال جملات تمامنسبت  ،در آن و ایمکه در نظر گرفته است هایی نوع خاصی از سریسری هندسی، 

1این نسبت 

5
− چانه زدن این نسبت  ةاست. برای مسئل 

1

2
 است. 

 شکلبه  𝑆طور کلی، هر سری هندسی  به
𝑆 = 𝑎 + 𝑎𝑟 + 𝑎𝑟2 + 𝑎𝑟3 + ⋯ 

،  گونه استاینما  ةطور که در دو مسئلباشد، همان 1−و  1بین  𝑟نسبت قدرشود. اگر  نامیده می پیشرو ةجمل   𝑎نسبت و  قدر 𝑟که  است 

𝑆نشان داد که مجموع سری برابر است با  𝑟 ، با ضرب در 2جای ضرب در توان با استفاده از ترفند بالا بهمی =
𝑎

1−𝑟
  . 

−،   𝑟و   𝑎 ،24زنی  چانی ةدر مسئل
1

2
𝑆  داریم ،گذاری این اعداد در فرمولبود. با جای  =

24
3

2⁄
=  دست آوردیم. ه طور که قبلاً بهمان ؛16

سفر رفت    از  مسافتی است که مگس در اولین مرحله  پیشرو  ةرا پیدا کنیم. جمل  𝑎  پیشرو  ةمگس، باید کمی کار کنیم تا جمل  ةبرای مسئل

کند، ابتدا در  ر ساعت حرکت میبمایل    15آن باید بفهمیم مگسی که با سرعت    ةو برگشت خود طی کرده است، بنابراین برای محاسب

:15ها نسبت  ت آنکند. از آنجایی که سرع شود، برخورد میر ساعت به آن نزدیک میبمایل    10ای که با سرعت  کجا با دوچرخه یا    10

3: 3دهد، زمانی که مگس  را تشکیل می  2

3+2
𝑎یعنی    ؛ رسندمایلی اولیه را طی کرده باشد، به هم می  20  ةاز فاصل   =

3

5
× 20 = 12  

𝑟، طول مسیر به نسبت  گرددبرمیدهد که هر بار مگس  مشابه نشان می  ی. استدلالمایل =
1

5
 ة شود. فون نویمان فوراً همکوچک می 

𝑎ها را دید و با استفاده از فرمول بالا  این

1−𝑟
 شده توسط مگس را پیدا کرد: ، کل مسافت طی 

𝑆 =
12

1 −
1
5

=
12
4
5

=
60
4

=    مایل   15

روند؟ برای درک کار می  های مختلف ریاضی بهبرای پیوند بخش  ،هایی مانند این دو مسئلهسری چگونه  برگردیم:    اصل مطلباکنون به  

 هایی مانند فرمولدر مورد فرمول را گاه خوداین موضوع باید دید 

1 + 𝑟 + 𝑟2 + 𝑟3 + ⋯ =
1

1 − 𝑟
 

عنوان یک عدد خاص مانند  را به  𝑟جای آنکه  برابر با یک است. به  𝑎این تفاوت که   این فرمول مشابه فرمول قبلی است با   . کنیم  تروسیع
1

5
−یا    

1

2
نوعی کیمیاگری  گوید؛  میانگیزی را  شگفت  مطلب عنوان یک متغیر در نظر بگیرید. سپس این معادله  را به  𝑟در نظر بگیرید،    

تقسیم بر    1)در اینجا   𝑟کند که یک تابع معین از می یانبتوان سرب را به طلا تبدیل کرد. این معادله  می ی، گویدهد را نشان میریاضی  

𝑟 −  و ...  𝑟3و  𝑟2، مانند  𝑟  ةهای ساد ترکیبی از توان ؛ر تبدیل شودتتواند به چیزی ساده( می1

، صادق است. پیشگامان حسابان وجود دارند جای علم و مهندسی  دیگر که تقریباً در همه   توابع جالب این است که این امر برای تعداد زیادی از  

 واحد پول جهانی  توان به می   -   هاها و نمایی ای سینوس و کسینوس، لگاریتم هتابع   -   هستند   آشنا ها  که با آن را    یکه تمام توابع   دریافتند 

ʼ ی های توانسریʻ   ،د.نتغییر کن   دن توان می   هادر آن ضرایب  اکنون  که   هستند فته از یک سری هندسی  بهبودیا  ة نوعی از نسخ که تبدیل کرد 

اتفاقات شگفتهنگامی که آن برای توابع کسینوس،    یهای توانانگیزی شدند. برای مثال، سریها این تبدیلات را انجام دادند، متوجه 

 ها نگاه کنید(: اند، فقط به ظاهر آنآمدهجا آمده است )نگران نباشید که از کجا نسینوس و نمایی در ای

cos 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
−

𝑥6

6!
+ ⋯ 

sin 𝑥 = 1 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+ ⋯ 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+

𝑥4

4!
+ ⋯ 

 

 است.   ضروریشود،  های نامتناهی زاده می اکنون فرمول اویلر که مستقیماً از سری 
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4به معنای    !4  ها هستند؛ مثلاًفاکتوریل   بیانگرشایسته )که در واقع  شاد و  های تعجب  تمام علامت  در کنار × 3 × 2 × است(، توجه   1

cosاز دو فرمول بالایش نزدیک شده است. اگر فقط تناوب مثبت و منفی در    مخلوطیانگیزی به  طرز وسوسه به  𝑒𝑥  کنید که سری 𝑥   و

sin 𝑥 علائم مثبت   ةنحوی با همتوانست بهمی𝑒𝑥 کرد. هماهنگ شود، همه چیز مطابقت می 

  ها در تاریخ ریاضیات سوق داد: فرمول تریندور از دسترس ترین و انگیزرا به کشف یکی از شگفت 2این تصادف، لئونارد اویلر 

𝑒𝑖𝑥 = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 

𝑖صورت عدد موهومی است و به 𝑖که در آن  =  تعریف شده است.   1−√

 خویشاوند اج،  ها و اموها، تجسم چرخه ها و کسینوسکند که سینوس می  اثباتکند. این فرمول  را بیان می  ظالمانه  ی فرمول اویلر ارتباط

  )به هر معنی که باشد(.   برسانیمموهومی    یک عدد   را به توان  𝑒زمانی که عدد    تنهااما    هستند  ،مخفی تابع نمایی، مظهر رشد و زوال

های فنی مرتبط با  شود، در مهندسی برق، مکانیک کوانتوم و تمام رشتهمی  زادههای نامتناهی  سری  از فرمول اویلر که مستقیماً  اکنون  

 ها ضروری است.امواج و چرخه 

عنوان زیباترین معادله در تمام ریاضیات  رساند که اغلب بهای میتوانیم آخرین گام را برداریم که ما را به معادلهپس از رسیدن به اینجا، می

𝑥که در آن  است خاص فرمول اویلر حالت . این فرمولشودتوصیف می = 𝜋 : 
𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0 

یک    کدام نمادی ازهر    .𝑒و    𝜋  ،𝑖،  1صفر،    کند: شماری از مشهورترین اعداد در ریاضیات را به هم متصل میتعداد انگشت  ،این معادله

 . دانست اتباشکوه، گواهی بر وحدت ریاضیعنوان یک تلاقی معادله را بهاین توان میترتیب اینبه .کامل از ریاضی است ةشاخ

کند.  ما را ممکن می  عددنویسی   دستگاه است که کل    یاین عدد،  فقدان عدد نیست  . با این حالاست  نیستی و خلأ  ة دهندنشان  ،صفر

آید، نماد دایره  می  𝜋  ابتدایی است. بعد   ة طور کلی، تمام ریاضیات دوراعداد و به  و  شمارش  سنگ بسترواحد، آغاز،    وجود دارد که  1  سپس

  ، عددی خیالی𝑖   کند.نهایت اشاره میبه بیخود    پایاناسرارآمیز که در الگوی رمزآلود ارقام بیو  تاریک    ایو کمال، در عین حال با جنبه 

لسم  ط  ،𝑒  هایت بزرگی را بشکنند و در ن  غل و زنجیرهای  دهد تا که به اعداد اجازه می  است  خلاق  لیتخ  یهاجهش  تجسمو    از جبر  تمثالی

 حسابان و نماد حرکت و تغییر است.

و اعداد    بر روی  شود. جمعوقتی که یک پسربچه بودم، پدرم به من گفت که ریاضی مثل یک برج است. یک چیز بر چیز دیگر بنا می

نامی   ؛  برسد  ʻعالی  ات ریاضیʼکند تا به  و در ادامه، از جبر، هندسه، مثلثات و حسابان صعود می  شودساخته میجمع    بر رویتفریق  

 مناسب برای یک بنای سر به فلک کشیده. 

.  ببینم  یا حتی به تعبیر دیگری یک درختعنوان یک برج  توانستم ریاضی را بههای نامتناهی یاد گرفتم، دیگر نمیاما وقتی در مورد سری

ریاضی یک شبکه است. تمام قطعات  !نه  د.راه خود را طی کننجداگانه هایی نیستند که از هم جدا شوند و ی مختلف آن شاخههاقسمت

شود. این یک شبکه است، کمی شبیه کنند. هیچ بخشی از ریاضیات از بقیه جدا نمیآن به یکدیگر متصل شده و از یکدیگر حمایت می

 م، یک مغز. یک سیستم عصبی یا بهتر بگوییبه 

 

 مرجع:

 https://www.quantamagazine.org/how-infinite-series-reveal-the-unity-of-mathematics-20220124 / 

 
1 John von Neuma 
2 Leonhard Euler 

https://www.quantamagazine.org/how-infinite-series-reveal-the-unity-of-mathematics-20220124/
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 دوفصلنامه دانشجویی 

 ت ـهایـنیــب

 

در قسمت انتهایی میز کنفرانس    تصور کنید که شما 

علاق نشسته   ی طویل  مورد  شغل  برای  و  خود    ة اید 

اید،  تا اینجا از پس مصاحبه برآمده   . دهید می   مصاحبه 

آن  وجود دارد که باید به    ال دیگر ؤ اما فقط یک س 

 . پاسخ دهید 

گذرد از هیچ  می  »آیا امکان دارد خطی که از مبدأ

 گویای دیگری عبور نکند؟«  ةنقط

 آورید؟ می  دسته آیا کار را ب .کنند و منتظر پاسخ شما هستندمی پنج جفت چشم مشتاقانه شما را تماشا

  نقاطی در صفحه هستند که مختصات  ʻنقاط گویاʼ  .اتفاق افتادفتد، اما برای من  امیاتفاق  ها  داستان  شاید فکر کنید این مسائل فقط در

)عنوان مثال،  به  .باشد اعداد گویا  ها  آن 
12

5
, −

2

3
)،  (3,

1

2
,4)نقاط گویا هستند، اما    (11,4)و    ( ,𝜋)و    (2√ نقاط گویا نیستند، زیرا    (1−

بطن یکی از مشهورترین قضایای ریاضی تمام  پردازان اعداد و رمزنگاران مهم هستند و حتی در  نقاط گویا برای نظریه  .اندگنگ  𝜋و    2√

تواند  می  آیا .(0,0)؛ گویا دارد ةگذرد، یعنی حداقل یک نقطمی أال پیش روی من مربوط به خطی بود که از مبدؤاما س .دوران قرار دارند

 . کردممی دانستم، بنابراین باید در مورد آن فکرمن جواب را نمی گویای دیگری عبور نکند؟ ةاز نقط

گویا وجود دارد که به آن   طةنهایت نقبی  ،مختصات  ةدر مجاورت هر نقطه در صفح  . رسد که پاسخ باید منفی باشدمی  در ابتدا به نظر 

 . نگذردها آن ةاز هم رسد که یک خطمی با وجود نقاط گویای بسیار فشرده، غیرممکن به نظر .نزدیک هستند

 .ممکن استطور که معلوم خواهد شد،  اما، همان

بشناسید که نسبت تغییر مختصات   ʻرانشصعود بر روی  ʼعنوان  ممکن است شیب را به  .شیب خط است  ة کلیدی مسئله تفکر دربار  ةنکت

𝑦  ʼصعودʻ  به تغییر مختصات𝑥  ʼرانشʻ  عنوان مثال، اگر روی خطی با شیب به .کنیدحرکت میطول خط  در  همچنان که   ، است𝑚   قرار

کار  وساز  ةاین نحو  . واحد افزایش دهید تا روی خط بمانید  𝑚را    𝑦، باید مختصات  هید واحد افزایش د  1خود را    𝑥ختصات  و م  ه باشید داشت

 . شیب است

در    سمت بالا حرکت کنید،هبواحد   𝑚 سمت راست و واحد به  1  اگر  .شروع کنید 𝑚 روی خطی با شیب  (0,0)حال تصور کنید که از  

,1)ة  نقط 𝑚)  اگر  پس .گیریدمی  قرار 𝑚 در واقع، نقاط    .دیگری نیز عبور کند  یگویا  ةگویا باشد، این خط باید از نقط(2,2𝑚)  ،(3,3𝑚)  

  طة نهایت نقگذرد، شیب گویا داشته باشد، در واقع از بیمی  دهد اگر خطی که از مبدأمی  و غیره همگی باید روی خط باشند، که نشان

 . کندمی گویا عبور

 

 

 شقایق باقری :مترجم
 ان،یفرهنگ دانشگاه ،یاضیر آموزش یکارشناس یدانشجو

 اهواز الزهرا،فاطمه سیپرد

 دیکن دایپ را ایگو نقاط چگونه

 آن به شما شغل که انگار

 است  وابسته

 کی  تنها دانستن و رستانی دب هندسة و جبر از استفاده با

  م یتوانی م ، یضویب خم ای  رهی دا کی  یرو ای گو نقطة

 .میکن دایپ را گری د  نقطة تی نهایب

 



 است وابسته آن به شما شغل که انگار د یکن دایپ   را ایگو نقاط چگونه
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ه درنگ برا انجام دادید جواب بی  زمانی که این کار  های گنگ در نظر بگیرید،هایی با شیبخط  ال مصاحبه، شما بایدؤبه س  پاسخبرای  

𝑦 صورت  به  این خط  ةدر نظر بگیرید که معادل  2√گذرد با شیب می  أ عنوان مثال، خطی را که از مبدبه .آید می  دست = √2𝑥  اگر  .است  

,𝑎)  ةنقط 𝑏)  آنگاه باشد،  این خط قرار داشته  𝑏  داریم  روی  = √2𝑎و مادامی که ، 𝑎 ≠ بهباشد، می0 را     صورتتوانیم آن 
𝑎

𝑏
= √2  

,𝑎)   اگر  .درآوریم 𝑏)2√  ؛سمت راست معادله  زمانی که سمت چپ این معادله    زیرا  ،ای گویا باشد، چنین چیزی غیرممکن استنقطه  

)یک تعمیم جالب از این   . تواند وجود داشته باشداین خط نمی  رویگویای دیگری    ةبنابراین هیچ نقط  . تواند گویا باشدنمی  ،گنگ است

 گویایی عبور نکند؟(  ةهیچ نقط پردازیم، این است که آیا خطی وجود دارد که ازمی به بررسی آنها ال که در تمرین ؤس

اند و هنوز را مطالعه کردهها خمطولانی نقاط گویای  زمانی برای ها اما ریاضیدان .دست آورمه خطوط باعث شد کار را ب ةکردن دربار فکر

های  برای درک این موضوع، بیایید نگاهی به چگونگی قرار گرفتن نقاط گویا روی دایره  .این نقاط هستند  ةدر حال یادگیری ساختار پیچید

  صورت همیشه به ها  آن گیریم که معادلاتمی در نظر 𝑟 با شعاع أمرکز مبد بههایی را برای سادگی، فقط دایره .موجود در صفحه بیندازیم

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 هستند . 

نهایت  گویا باشد، آنگاه حاوی بی  ةاما به طرز جالبی، اگر یک دایره حاوی یک نقط   ،کنند گویایی عبور نمی  ةاز هیچ نقطها  برخی از این دایره

 .د ببینیم چرای بیای .گویاست ةنقط

𝑥2 ة  این دایره دارای معادل  . در نظر بگیرید  است،  أمبد  که مرکز آن در  5ای را با شعاع  دایره + 𝑦2 = مانند    ییو دارای نقاط گویا  25

,2)اط دیگری مانند  و همچنین نق (3,4)و   (0,5) ,11√)و   (21√ توانیم  گویا روی دایره می ةدانستن تنها یک نقط اما با .است (14√−

 . استفاده کردها آن ایم برای یافتنتوان از آنچه در مورد خطوط یاد گرفته. میگویای دیگر را پیدا کنیم طةنق نهایتبی

 ةنقط  ازاین خط    .2که خط دارای شیب گویاست، مثلاً    فرض کنید  گذرد،می  روی دایره  (0,5)  یگویا  ةخطی را تصور کنید که از نقط 

   .تقاطع نیز باید گویا باشد ةکند و این نقطمی عبورهم  دایره   رویدومی 

 ورت صآن را به ةتوانیم معادلمی است، 5أ و عرض از مبد 2از آنجایی که خط دارای شیب  .دهد چرامی جبر به ما نشان  کمی استفاده از

𝑦 = 2𝑥 + 𝑥2 دایره ةمعادل .بنویسیم  5 + 𝑦2 =  : کنیممی زیر را حل معادلات  دستگاه است، پس برای یافتن نقاط تقاطع،  25

{
𝑥2 + 𝑦2 = 25
𝑦 = 2𝑥 + 5   

 

𝑦   از آنجایی که  :یک روش برای حل این دستگاه جایگزینی است = 2𝑥 + 2𝑥توانیم  می  ،5 + دایره جایگزین    ةدر معادل 𝑦 جایرا به   5

 م: کنیم تا به دست آوری

𝑥2 + (2𝑥 + 5)2 = 25 

 خود حل کنید، اما قبل از انجام این کار، بیاید چند چیز را  ةممکن است وسوسه شوید که این معادله را با استفاده از تکنیک مورد علاق

 . در این رابطه مشاهده کنیم

 از  :دانیممی را از قبل هاتوانند دو ریشه داشته باشند و ما یکی از این ریشهمی دوم ةمعادلات درج .دوم است ةدرج ة، این یک معادلاولاً
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𝑥تلاقی خط و دایره است،  ةنقط (0,5)آنجایی که   =  .توجه داشته باشید که این جواب، گویاست .ما باشد ةباید جوابی برای معادل  0

ʻ  𝑎𝑥2رداستانداʼشکل  دوم خود را به   ةدرج  ةاعداد در معادله گویا هستند، وقتی معادل  ة، از آنجایی که همثانیاً + 𝑏𝑥 + 𝑐 = تبدیل    0

شکل دوم به  ةدرج  ةگوید که برای یک معادلمی  معروف است  1معروفی که به فرمول ویتا   ةنتیج  .ضرایب گویا خواهند بود  ةهم  ،کنیم

   برابر با ها  استاندارد، مجموع ریشه 
−𝑏 

𝑎
حاصل این جمع عددی گویا است، بنابراین اگر یک ریشه گویا باشد،    ،ما  ةدر مورد معادل  .است  

 . دیگر نیز باید گویا باشد ةریش

  گویاست و از آنجایی که خط ها  آن  بین  ʻرانشʼگویا هستند، بنابراین   𝑥 تقاطع دارای مختصات  ةاین بدان معنی است که هر دو نقط

 دوم تقاطع دارای مختصات  ةکند که نقطمی  این تضمین  . نیز باید گویا باشدها  آن  ʻصعودʼدارای شیب گویا است، پس    ها آناز    گذرنده 

𝑦  کندمی  دوم روی دایره تبدیل ی گویا ةگویا است و آن را به نقط . 

شد می  کردیم، که معلوممی  تلاقی دیگر را پیدا  ةکردیم و نقطمی  بود اگر فقط دستگاه معادلات را حلمی  ترساده  مثال احتمالاًاین  در  

,4−)  یگویا  ةنقط 𝑦 هر خط  .یابدمی  خوبی تعمیم اما استدلال فوق به  .است  (3− = 𝑚𝑥 + 𝑏   ةبا شیب گویا را تصور کنید که از دایر  

  دستگاه معادلات  .گذردمی گویا  ةما در یک نقط

{
𝑥2 + 𝑦2 = 25
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏 

 

 دهد می دوم زیر را نتیجه ةدرج ةمعادل
𝑥2 + (𝑚𝑥 + 𝑏)2 = 25 

 ةبنابراین اگر یک نقط  .تلاقی دیگر نیز باید گویا باشد   ةبا استدلال بالا، اگر این خط از دایره عبور کند، نقط  .ضرایبش گویا هستند  ةکه هم

با شیب گویا، گذراندن آن از در نظر گرفتن یک خط    گویای دیگر را فقط با  طةنهایت نقتوانید بیشناسید، مییک دایره می  رویگویا را  

 . تلاقی دیگر بیابید  ةو یافتن نقط گویای مدنظر ةنقط

را نقاط  می  رویکرد مشابهی  یافتن  برای  اصطلاح بیضوی در نظر گرفت که  خم  روی  گویاتوان  به  با    ةهای درجخمهای  سوم هستند، 

پردازان تر از خطوط و دایره و برای نظریهپیچیده  این معادلات  .است  3ها  آن  ترین توانمعادلاتی که دارای متغیرهایی هستند که بزرگ

 .اعداد و رمزنگاران بسیار جالب هستند

های خاص خمای در مورد یافتن نقاط صحیح روی  قضیه  ؛ فرما ایفا کرد  ةهای بیضوی حتی نقش مهمی در حل آخرین قضیخم  ةمطالع

  ةیک کتاب ریاضی دربار  ةسال پس از ادعای معروف پیر دو فرما در حاشی  350)حدود  اثبات شد    1990  ةکه توسط اندرو وایلز در ده

 .(کتاب برای نوشتنش بسیار کوچک است  ةاما حاشی ،آن پیدا کرده است برای اینکه اثبات زیبایی

 : توانید مشاهده کنیدمیدر اینجا  یک مثال ساده را .های بیضوی وجود داردخمانواع مختلفی از 
𝑦2 = 𝑥3– 4𝑥 + 1 

 : نمودارش در صفحه استاین و 



 است وابسته آن به شما شغل که انگار د یکن دایپ   را ایگو نقاط چگونه
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قرار    این منحنی  هر دو روی  (4,7)و    (0,1)عنوان مثال،  به  .بیضوی وجود دارد  خماین    رویاگرچه واضح نیست، اما نقاط گویای زیادی  

 چون ،دارند
12 = 03– 4 × 0 + 1 

 و
72 = 43– 4 × 4 + 1 

 راز   منحنی وجود دارد و  روی  نقاط گویای معلوم جهت یافتن نقاط گویای بیشتر ها، روشی هوشمندانه برای استفاده از این  مانند دایره

 .نیز استفاده از خطوط است این کار

𝑚   است یا  𝑥ر نسبت به تغیی    𝑦 تغییر  ،شیب  :گذرد یافتمی  (4,7)و    (0,1)  خطی را که از   ةتوان معادلمی  راحتیبه =
7−1

4−0
=

6

4
=

3

2
و  

𝑦صورت  به  گذردمی  خطی که از آن دو نقطه  ةمعادل  پس  .است  1گذرد، عرض از مبدأ آن  می  (0,1)از آنجایی که خط از   =
3

2
𝑥 + 1 

 :دبیضوی را مشاهده کنی  خمهمراه  به نمودار خطتوانید میدر زیر  .است
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 سوم   ةشود که نقطمی  معلوم  .سوم  ةناشناخت  ةیک نقطو    (4,7)و    (0,1)در    :کندمی  بیضی را سه بار قطع  خم  ، توجه کنید که این خط

 . نیز باید گویا باشد

 : معادلات در نظر بگیرید  عنوان یک دستگاهبیضوی و خط را به خم

{
𝑦2 = 𝑥3– 4𝑥 + 1

𝑦 =
3
2

𝑥 + 1         
 

 : صورت زیر بازنویسی کنیممعادله را به ، کاری که با دایره و خط انجام دادیم توان مانندمی

(
3
2

𝑥 + 1)2 = 𝑥3– 4𝑥 + 1 

تواند تا سه جواب حقیقی داشته باشد، که منطقی است، زیرا ما  می  سوم  ةدرج  ةیک معادل  . سوم با ضرایب گویاست  ةدرج  ة این یک معادل

𝑥 دانیممی راها ما قبلاً دو تا از آن جواب  .تقاطع هستیم ةدنبال سه نقطبه = 𝑥  و (0,1) ةکه مربوط به نقط  0 =   ة که مربوط به نقط 4

 .است (4,7)

 ةدوم دیدیم، در معادل  ةدرج  ةطور که در معادلدرست همان  سوم چطور؟ خوب،  جواب  .دانیم که دو تا از سه جواب گویا هستندمی  پس

مجموع دو ریشه گویا  اگر    درنتیجه   .سوم باید گویا باشد   ةدرج  ةهای معادلکند که مجموع ریشه می  سوم نیز فرمول ویتا تضمین  ةدرج

 . سوم نیز باید گویا باشد ةریش ، باشد

راه مااین  به  کردن  حل  پیدا  نقط  در  در    ةیک  نقط  . کندمی  بیضوی کمک  خم گویای جدید  یافتن سومین  و  معادله  تقاطع که    ةحل 

(−
7

4
, −

13

8
گویا قطع    ةضوی ما را در دو نقطبی  خم اگر خطی    : یابدمی  نیز تعمیم همانند دایره، این استدلال    .، کار سختی نیستاست  (

 . کند، اگر تلاقی سومی وجود داشته باشد، باید گویا باشد 

 𝑥 توجه کنید که نمودار نسبت به محور  .بیضوی مفید است  خمهای جالب این  دیگر از ویژگی  ویژه در ترکیب با یکیبه  ،این تکنیک

,𝑎) ةاز نظر جبری به این معنی است که اگر نقط  .بالایی است  ةپایینی منحنی بازتابی از نیم  ةنیم  :متقارن است 𝑏)   ،روی منحنی باشد

,𝑎−)ة  نقط 𝑏) بنابراین، اگر    . نیز باید روی منحنی باشد(−
7

4
, −

13

8
−)روی منحنی قرار داشته باشد،    (

7

4
,

13

8
باید وجود داشته   نیز  (

 . باشد

 . توان از آن خطی را گذراندمی  جدید که ةدهد، یک جفت نقطمی منحنی به ما   گویای دیگر روی ةیک نقط  این تقارن چیزی بیش از 

−)  یخطی که از نقاط گویا
7

4
,

13

8
توانیم آن نقطه را بازتاب می ما .کند می منحنی ایجاد رویدیگر  یگویا ةگذرد، یک نقطمی (0,1)و  (

  بیضوی   خماین رویه توسط ریاضیدانان برای ایجاد رمزنگاری    .خود را تکرار کنیم و به یافتن نقاط گویای بیشتری ادامه دهیم  ةدهیم، روی

 . گیردمی به کاررا های بیضوی خم رویکه ساختار این نقاط گویا   رمزابزاریست برای ایجاد کدهای  کهاستفاده شده است 



 است وابسته آن به شما شغل که انگار د یکن دایپ   را ایگو نقاط چگونه
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این   گویا به شما داده شود، تشخیص اینکه   ةیافتن نقاط گویا روی منحنی آسان است، اما اگر فقط یک نقطاستفاده از این روش برای  

 . ایمن ضروریست  رمزبرای ایجاد کدهای    ،است  ازگشتسختی قابل بیندی که بهااین نوع فر  .از کجا شروع شده است، دشوار است  رویه دقیقاً

نامتناهی از    فهرستی  (0,1)  ةبا شروع از نقط  .های ریاضی استفعال از پژوهش  ةیک حوز  ،یهای بیضوخمروی    ساختار غنی نقاط گویا

𝑦2نقاط گویا روی منحنی   = 𝑥3– 4𝑥 + نقطایجاد کردیم که هر کدام می   1 نشان دهند  ةتوانند  به ما  را  موارد   .گویای دیگری  اما 

,1−)  یگویا  ةنقط  .بیشتری وجود دارد   ة توانیم از آن برای تولید مجموع نیست و ما می  این فهرست  اما در  ،روی منحنی قرار دارد  (2

𝑦2روی  نامتناهی دوم از نقاط گویا   = 𝑥3– 4𝑥 + گویا روی این منحنی ترکیبی از این دو    ةشود که هر نقطمعلوم می  .استفاده کنیم  1

 : تمنحنی دو اس ʻةرتبʼاست که بدین معنی است که  آغازین ةنقط

 ة رتب  ةریاضیدانان فعالانه در حال مطالع  .گویا روی منحنی لازم است  ةنهایت نقطبی  ةتمام چیزی است که برای ایجاد هم  آغازین  ةدو نقط

 .های بیضوی وجود دارد یا خیرخمممکن برای  ةهایی مانند این هستند و در حال حاضر مشخص نیست که آیا حداکثر رتبخم

نقاط    ةبیضوی امروزی، مطالع  خمفرما تا رمزنگاری    ةسال پیش تا آخرین قضی  2000از    صحیح برای معادلات  هایاز جستجوی جواب 

حتی ممکن است به شما    شود ومی  به ریاضیات پیشرفته منتهیبخش  روشی زیبا و رضایت  ا بو    دبیرستان شروع  ةگویا با جبر و هندس

 دست آورید! ه کمک کند شغل رویایی خود را ب

 

 : هاتمرین

 . کندگویایی عبور نمی ةخطی را بنویسید که از هیچ نقط ةمعادل .1

 

,4)و   (0,1)نقاط   .2 𝑦2هر دو روی منحنی   (7− = 𝑥3– 4𝑥 + 𝑦ها  آن خط بین ةقرار دارند و معادل  1 = −2𝑥 + است و دستگاه    1

 : صورت زیر استمعادلات آن به

{
𝑦2 = 𝑥3– 4𝑥 + 1
𝑦 = −2𝑥 + 1      

 

 چرا این در تضاد با مطالب بالا نیست؟ .دارد متمایزتنها دو جواب حقیقی  که

 

𝑥2 ةای با معادل نشان دهید که دایره .3 + 𝑦2 =  . کندگویایی عبور نمی ةاز هیچ نقط 3

 

−)  تقاطع بین خطی که از  ةسومین نقط  .4
7

4
,

13

8
𝑦2گذرد و منحنی  می  (0,1)و    ( = 𝑥3– 4𝑥 + برای عاشقان  فقط    : )هشدار  چیست؟  1

 جبر و حساب!(

 

 ها:پاسخ

𝑦یک پاسخ ساده    .1 = تر  تواند گویا باشد. پاسخی جالبای نمی، پس هیچ نقطهاست  2√برای هر نقطه روی این خط    𝑦مؤلفة    است.  2√

𝑥خط  + 𝑦 =  بینید که چرا خط دوم شامل هیچ نقطة گویایی نیست؟است. آیا می 2√

 

𝑦خط    .2 = −2𝑥 + 2𝑥−)، پس معادلة درجة سوم  بر خم بیضوی مماس است  (0,1)در نقطة    1 + 1)2 = 𝑥3 − 4𝑥 + 𝑥در    1 = 0 

 شود:راحتی حل میبهفاکتورگیری و ساده کردن این معادله با   ریشة مضاعف دارد.
(−2𝑥 + 1)2 = 𝑥3 − 4𝑥 + 1 

4𝑥2 − 4𝑥 + 1 = 𝑥3 − 4𝑥 + 1 
0 = 𝑥3 − 4𝑥2 
0 = 𝑥2(𝑥 − 4) 

𝑥در عاملی از معادلة درجة سوم ظاهر شده است، جواب    𝑥2چون   = نقاط    پیدا کردنفرایند    ،است. در واقع به این روش  2از مرتبة    0

یک نقطة گویا پیدا کنید، سپس معادلة خط مماس را به دست آورید و ببینید که این خط کنید: گویا روی یک خم بیضوی را شروع می

ی تماس ریشة مضاعف است، ریشة سوم که متناظر با نقطة تقاطع است باید چون نقطه  کند.قطع می  منحنی راای  در چه نقطهدوباره  

 گویا باشد. 
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)فرض کنید که نقطة گویای    .3
𝑚

𝑛
,

𝑝

𝑞
𝑚  ،همگی اعداد صحیح 𝑞و   𝑚  ،𝑛  ،𝑝طوری که  روی دایره قرار داشته باشد به (

𝑛
𝑝و   

𝑞
نشدنی  ساده 

). در این صورت داریم  مثبت هستند 𝑞و   𝑛و  
𝑚

𝑛
)

2
+ (

𝑝

𝑞
)

2
= 3. 

𝑛دهیم که  ابتدا نشان می = 𝑞  داریم .𝑚2 + 𝑛2 (
𝑝

𝑞
)

2
= 3𝑛2    3و چون𝑛2    و𝑚2    هر دو عدد صحیح هستند، پس𝑛2 (

𝑝

𝑞
)

2
نیز صحیح   

𝑞2استدلالی مشابه برای معادلة    را عاد کند.   𝑛باید    𝑞عامل مشترکی ندارند،    𝑞و    𝑝است. چون   (
𝑚

𝑛
)

2
+ 𝑝2 = 3𝑞2  دهد که نشان می

𝑛   باید𝑞  را عاد کند. چون𝑛   و𝑞 کنند، داریم  هر دو اعداد صحیح مثبت هستند که یکدیگر را عاد می𝑛 = 𝑞. 

)پس  
𝑚

𝑛
)

2
+ (

𝑝

𝑛
)

2
= 𝑚2و بنابراین    3 + 𝑝2 = 3𝑛2  پس سمت چپ    پذیر است، بخش  3. توجه کنید که سمت راست این معادله به

3𝑘یا    3𝑘صورت  های کامل این است که هر مربع کامل بهحقیقتی جالب دربارة مربع  پذیر باشد. بخش  3نیز باید به   + است )این را    1

باشد آن است که هر کدام    3پس تنها راهی که مجموع دو مربع کامل بتواند مضربی از    اثبات کرد(.  ایپیمانه  توان با استفاده از حسابمی

 باشد.  3ها مضرب از آن 

پذیر  بخش  9  رپذیر بوده و سمت چپ معادله ببخش  3بر    𝑝و    𝑚، پس  عددی اول است  3چون    پذیر هستند.بخش  3بر    𝑝2و    𝑚2بنابراین  

پذیر باشد. اما این برخلاف فرض  بخش  3بر    𝑛پذیر است، پس باید  بخش  9این بدان معنی است که سمت راست معادله بر    شود.می

𝑚نشدنی بودن  ساده

𝑛
𝑥2است. درنتیجه هیچ نقطة گویایی روی    + 𝑦2 =  وجود ندارد. 3

𝑥2، منحنی  𝑘ازای چه مقادیری از  برانگیز از این مسئله این است: بهیک تعمیم جالب و چالش + 𝑦2 = 𝑘  گذرد؟از هیچ نقطة گویایی نمی 

 

4.  (
92

49
,

113

343
𝑦صورت  . معادلة خط به( = −

5

14
𝑥 + −)، معادلة  𝑥است. برای پیدا کردن مؤلفة    1

5

14
𝑥 + 1)

2
= 𝑥3 − 4𝑥 + را حل   1

 انجام دادم.  Wolfram Alphaراستش را بخواهید من این کار را با  کنید.

 

 :مرجع
https://www.quantamagazine.org/how-simple-math-reveals-rational-points-on-curves-20210722/ 

 
1 Vieta’s formula 

https://www.wolframalpha.com/input/?i=%28%28-5%2F14%29x%2B1%29%5E2%3Dx%5E3-4x%2B1
https://www.quantamagazine.org/how-simple-math-reveals-rational-points-on-curves-20210722/


 

 
 
 ة لیوویل اثباتی از قضی

 
  با ازای هر نقطه  دار آن بهمقپس  چون این تابع هارمونیک است،  رید.  را روی فضای اقلیدسی در نظر بگی  کراندارو  هارمونیک    ی عتاب

اده  نید دو نقطه دفرض ک  .به مرکز آن نقطه برابر استروی هر گوی    درنتیجه  وز آن نقطه  به مرککره  وی هر  سط آن رمتو  مقدار

ة کافی بزرگ باشد، دو گوی  ها به اندازگویاگر شعاع    شعاع یکسان انتخاب کنید.شده و  دو گوی به مرکز نقاط داده  باشد.شده  

ندازة دلخواه  دو گوی به اهر  وسط روی تچون تابع کراندار است، مقدار م  شان.دلخواه کوچکی از حجمجز نسبت به شوند بهیکی می

هارمونیک کراندار روی ترتیب یک تابع  کند. بدیندر هر دو نقطه اتخاذ میمقدار یکسانی    ،بنابراین تابعبه هم نزدیک هستند و  

 ثابت است. ، تابعی فضای اقلیدسی 

 

 جع:مر
E. Nelson, "A Proof of Liouville's Theorem", Proc. Amer. Math. Soc. 12 (1961) 995 . 

 شده!های چاپ ترین مقاله یکی از کوتاه 
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پروژ  امروزتانوقتی  باشد رنگ   ة  اتاق  یک   ، آمیزی 

سراغ ماشین حساب نخواهید رفت و اگر   احتمالًا

همان  شود  باز  بحث  به  ریاضی  مسائل  پای  هم 

گرفتید:  یاد  دبستان  از  که  بود  خواهد  چیزهایی 

خواهید رنگ تخمین زدن مساحت دیواری که می 

آمده به مساحتی که دست ه کنید، تقسیم مقدار ب 

 تواند پوشش دهد و از این قبیل چیزها! هر رنگ می 

 . یم که پی ببریم وتر انجام دادن کار بهره برد؟ برتر و مفیدشود از ریاضیات پیشرفته برای سریع اما اگر یک ریاضیدان باشید چه؟ آیا می 

! در مواجهه با این رویکرد ریاضیاتی، ثابت مسئله، ضخامت مناسب رنگ خواهد بود. شما است  اولین چیزی که باید در نظر بگیریم سرعت

به ضخامت هر اینچ مربع از دیوارتان    برایآمیزی دیوار مورد نظرتان را تغییر بدهید و باید  های مورد نیاز برای رنگ ید تعداد لایهتواننمی

 تر نامیدن. دار و آن را روشی سریعآمیزی سریع و لکه ، نه یک رنگرنگ استفاده کنیدکافی از 

پوشانی زنی، همسازی در آبیاری یا حتی چمنمسائل بهینه  برخلاف   .سرعت را بهبود بخشیدشود خیلی  با تعیین پارامترهای مسئله هم نمی

این کار    سعی کنیدتوانید غلتک رنگ را بلند کرده و در هر زمان و مکانی آن را پایین بیاورید.  شما می   ها مشکلی ایجاد نخواهد کرد.رنگ

 زنی امتحان کنید. را با دستگاه چمن

آمیزی به طول زمانی که رنگزنید، مقدار رنگ مصرفی و مدتامت مناسب روی دیوار میخبا ض  رنگ راطور پیوسته  به  پس تا زمانی که

های ریاضی این موارد را کلاس  .همچنین سرعت انجام کارتان  میزی آن هستید وآای است که شما در حال رنگانجامد براساس ناحیهمی

تان کمک آمیزیهای رنگتواند در تقویت مهارتریاضیاتی نمی  ةنیست که داشتن کمی دانش پیچید  ا اما این بدان معن  ، دهندتغییر نمی

 . هیلبرت را در نظر بگیرید  هایکند. در این خصوص، منحنی

او معروف است    ذاشت.جای گ ه  شماری از خود بدیوید هیلبرت یک ریاضیدان آلمانی بود که در حوالی قرن بیستم دستاوردهای علمی بی

شود و شناخته می  مسائل هیلبرتبرانگیزترین مسائل ریاضی آن زمان را ارائه کرده، فهرستی که امروزه با نام  ای از چالشکه مجموعه 

که در سال    لبرتیه  یهایو منحن  شودیم   دهی مدرن د  یاضیکتب ر  ی در تمام  لبرتینام هاند.  باقی مانده  نشدهحل ها هنوز  تعدادی از آن 

خوبی برای متخصصان ریاضی، هنرمندان و ههایی هستند که بمثال  ةها مجموع آن هستند. ی ند، از جمله اکتشافات واشده فیتعر 1891

شکل منحنی هیلبرت را مسیر مخصوص برای حرکت مهره به  بعدیمشخصات چاپ سهتوانید  اند. برای مثال میمهندسان شناخته شده

 مشاهده کنید. 

 

 

 رومونس تابان مترجم:
 کارشناسی ریاضیات و کاربردها، دانشگاه شهید بهشتی آموختةدانش

 م؟ یکن  رنگ یاضیر از  استفاده با را اتاق کی چگونه

 تر! هم باحال و هم مفیدتر

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert's_problems
https://www.popularmechanics.com/science/math/g29251596/impossible-math-problems/
https://www.thingiverse.com/thing:853711


 م؟ یکن رنگ یاضیر از استفاده با را اتاق  کی چگونه

 

58 
 

 

 

 1402 تیر، سیزدهممسلسل 

 
طور که در )همان  اندشکل قرار گرفتهکه در درون یک ناحیه مربع  است  زیگزاگی  خاصی از مسیرهای  ةهای هیلبرت، دنبالاساساً منحنی

شود و شکل  نامیده می  𝐻1(. اولین منحنی هیلبرت که در تصویر بالا به رنگ سبز نمایش داده شده است،  است  بالا نشان داده شده   تصویر

و به همین ترتیب تا آخر. اما    𝐻3شود، منحنی سوم هم  نامیده می  𝐻2ساده است. منحنی دوم که به رنگ آبی است،    𝑈آن مانند یک  

در ریاضیات،   ʻمنحنیʼای که باید به یاد داشته باشید این است که اصطلاح  رسند! نکتهشکل به نظر نمیمنحنی  صبر کنید! این خطوط که 

  این است که جداناشدنی   یریاضیات  یهاکلیدی منحنی  ةباشد. نکت  قائمه نیزو زوایای    هاخطپارهتواند شامل  انتزاعی است و می  بیشتر

 .هستندپیوسته  داریک خط موج صورت بهپایان  نقطة شروع تا  ةاز نقط هاهستند. آن

متوجه یک سری الگو شوید و هرچه بیشتر این روند ادامه داشته باشد،    ممکن است  ، کنیدهای هیلبرت نگاه می منحنیاولین  به  که    زمانی 

پایینی   ةکنید؟ هر کدام از دو نسخرا مشاهده می  𝐻2در    𝐻1اول از همه، آیا چهار نسخه از   الگوهای بیشتری هم وجود خواهند داشت.

 اضافه شده است تا همه چیز به هم متصل شود.  هاییخطپارهاند و  درجه چرخیده 90
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Infinity magazine 

همین  شود و به ظاهر می 𝐻4چهار بار در   𝐻3وجود دارد،   𝐻3در  𝐻2حال به همین رابطه بین دو مورد بعدی توجه کنید: چهار نسخه از 

 روند. شکل تا انتها پیش می

شود ساخته می  𝐻𝑛−1  هیلبرت  از چهار نسخه منحنی  𝐻𝑛  هیلبرت  منحنی  :شوندگونه ساخته میهای هیلبرت ایندر یک کلام، منحنی

توان دیگر می   عبارت. به  شودها به آن اضافه مینسخه   ةکوچک برای اتصال هم  خطپارهچهارم کوچک شده و سه  یک  ةکه هر کدام به انداز

  90شاید  )که    خواهید بود   𝐻𝑛−1  یای را که در نظر بگیرید و در یکی از چهار قسمت تصویر آن زوم کنید، در حال تماشا𝐻𝑛گفت: هر  

از یک شیء ریاضی با بخشکه    یعنی زمانی   ،درجه چرخیده است(. این مورد همان اصل معروف خودمتشابهی در ریاضی است هایی 

 هافراکتالهای هیلبرت نیز به این  ها هستند و منحنیترین شیء خودمتشابه در ریاضی، فراکتالشدهبر یا معادل باشد. شناختهخودش برا

 شباهت دارند.  

که   گیرند. هنگامیمی   بر ی هستند که خودشان را در  یها اشیاطور کلی فراکتالشود. بهها بسیار پیچیده میفراکتال  ریاضیات در پس  

کند که چقدر زوم کرده باشید. به همین دلیل کنید و فرقی نمینمایی کنید، فراکتال بیشتری مشاهده میتصویر یک فراکتال را بزرگ

 وجود دارند. افزارهای مختلفی برای این کار ها یک امر رایج است و نرمها توسط رایانهآمیزی فراکتالنمایی و رنگاست که بزرگ

.  خورندیشکست م  ʻدیکن  یی نماچقدر بزرگ  ستیمهم نʼکه در آزمون     لیدل  نیبه ا  ستند، یفراکتال ن  𝐻𝑛  ة سازند  یهابلوک  ، یاز نظر فن

 غیرممکن است   لبرتیه  یمنحن  یزیآممتأسفانه، رنگ  .شودیفراکتال محسوب م  کی  -   لبرتیه  هاییمنحن  –ها  آن  یاتیاضی اما حد ر

 است.   ی اضیر رد یو انتزاع  نامتناهی ءیش کی چراکه

 ن یاز ا د،یمند هستعلاقهدیدیم  نجایتا ا آنچهفراتر از  ةشرفتیپ  اتیاضیاگر به ر نیمرحله محرمانه و پنهان هستند، بنابرا نیها در اظرافت 

 :دیلذت ببر3Blue1Brown ی  اضیر وبریوتیاز  یعال یویدیو
https://youtu.be/3s7h2MHQtxc 

از مرکز هر    𝐻1که    دی. ابتدا توجه کندیآن را فهم  ییچرا  توانیم   یراحت و به  شوند یظاهر م  زین  وتریدر علوم کامپ   لبرتیه  یهایمنحن

2  ةشبک  کیچهار مربع در   × 4  ةشبک  کیمربع در    16از    کیبه هر    𝐻2 سپس  . کندیعبور م چیصورت مارپ به  2 × کند. در  یبرخورد م  4

2𝑛  ةشبک کیدر  مربع 4𝑛هر  از  𝐻𝑛  ی: منحن میارد ی در حالت کل تینها × 2𝑛 که   ی وقت . کندیعبور م چیصورت مارپ به𝑛 5 ای  4، عدد  

 نیاز ا  یبرخ3Blue1Brown   یویدی است. و  یوتریکامپ  یهابرنامه  یبزرگ برا  سرنخی که    شودیم   ل یتبد  1024  ا ی   256به    4𝑛باشد،  

 کند. یم یموارد را بررس

 ی خط  ةیآرا  ک ی  شی که شامل نما  ی تیهر موقع  .اندحل شده  یخوببهدرک و    لبرتیه  یهایها توسط منحناز مسئله  یبا گذشت زمان، برخ

 ة شبک ریز  256  که  شوددیده می  xkcdمعروف    یکاتورکارحالت در    ن یناسب است. اتم  طور طبیعیبهبالاتر( باشد،    ای)  یبعد2  یدر فضا

IPv4  شکل صفحة بعد(  دیفکر کن نترنتیا یامنطقه یدهابه ک -  کندی م یبندرا شبکه( . 

  256  دمان یچ  یراه برا  نیتریمنطق  این  ن یبنابرا  شوند، یبه هم متصل م  شهیهم  یاعداد متوال   ،𝐻4  لبرتیه  یبا حرکت در امتداد منحن

16  ةشبک کیعدد در  ×  است. 16

  ی گسست  چیکه ه  یی. از آنجادهد رخ میاتفاق جالب    نیچند  د،یرنگ کن  لبرتیه  یمنحنیک    ریمس  درخود را    واریاگر د  ،تهفروی هم ر

حرکات   طور بالقوهبه  لحظه،هر  در    ة کلی در یک منطق  با ماندن  .کرد  دیخواه  ینقاش  وستهیپ   ریمس  کی وجود ندارد، از ابتدا تا انتها در  

 گیر فقط خودتان را در  .کرد  دیبه همان مقدار زمان صرف خواه  د،یکن  یزیآمرنگ  ی اگر با سرعت ثابت  همچنین  . یابدمیبدن شما را کاهش  

 ! دیشود، نکنیبه کدام سمت خم م یبعد ریمس نکهیا دنیفهم

 

 مرجع:

https://www.popularmechanics.com/science/math/a29862279/paint-room-using-math / 

 

https://hips.hearstapps.com/hmg-prod/images/nov-20-2019-16-46-03-1574286408.gif?resize=980:*
https://youtu.be/3s7h2MHQtxc
https://xkcd.com/195/
https://www.popularmechanics.com/science/math/a29862279/paint-room-using-math/
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  ی متوال  ة هر رشت  یعنی ؛کندیرا حفظ م   ی بنددهد که گروهینشان م ی فراکتال  ةبا استفاده از نقش  ، صفحه  ک یرا در    IPآدرس   ی فضا  نقشه   نیا

IP8از    کی  ةدهندشده، نشانیگذاربلوک شماره  256از    کیهر    نقشه ترجمه خواهد شد.  یرو  همبند، فشرده و  تنها  ةمنطق  کیبه    ها 

طور  به  که   یی استهابلوک  ةدهندنشان  ،بخش بالا سمت چپ   شوند(. یکه با آن شماره شروع م  ییهاIPتمام    ل است )شام  رشبکهیز

 . دنر یرا برعهده بگ صیتخص هاRIR  نکهیقبل از ا ،است فروخته شده  1990 ةها در دهدولت ها وبه شرکت میمستق
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،  5−،  1اعداد گویا آشناترین گونۀ اعداد هستند:  

صورت یک و هر مقدار دیگری که بتوان به  1/2

  کسر مثبت یا منفی از اعداد صحیح نوشت. اما کار 

 تواند سخت باشد.  کردن با این اعداد همچنان می
هایی دارند.  حفرهمشکل این است که اعداد گویا  

،  را بزرگنمایی کنیداگر یک دنباله از اعداد گویا  

ممکن است به عددی نزدیک شوید که خودش 

 .چرخدمیای ریاضی همانند بخش بزرگی از حسابان  بسیاری از ابزارهای پایهبر مدار له، ئگویا نیست. این مس

کنند تا یک دستگاه  های آن با اعداد گنگ حل میکردن شکاف ک خط و پرله را با چیدن اعداد گویا روی یئاین مس ها معمولاًریاضیدان

 نامیم. کامل از اعداد بسازند که ما آن را اعداد حقیقی می

های  ای نامتناهی از دستگاهها گردایه. آن1ادیک-𝑝هایش وجود دارد: اعداد  های دیگری هم برای چیدمان اعداد گویا و پر کردن شکافاما راه

 ها و به همین ترتیب. ادیک-5ها، ادیک-۳ها، ادیک-2اند. مانند فرد وابسته جایگزین هستند که هر کدام به یک عدد اول منحصربه  اعداد

𝑝-اما این غریبگی تا  ۸1تر است تا  دیکنز  1خیلی به    ۸2ها،  ادیک-۳در    غریب و بیگانه به نظر برسند. مثلاً  توانند کاملاًها میادیک .

رفتار انتظار دارند، پیروی  ها از یک دستگاه خوشها از تمام قوانینی که ریاضیدانادیک-𝑝  ،است: در سطح ساختاری  ظاهریحدود زیادی  

 کنند. می

اعداد گویا که به هزاران    ة دربار  مسائلی  که در آناند  تبدیل شدهاساسی    چینشیادیک به  -𝑝بیش از یک قرن پیش آشکار شد که اعداد  

 .شودبررسی می گردد، سال قبل برمی

 

 ساختن برج 

گردد.  چرخد و به خودش برمیای هستند که یک روش شمارش است که مانند یک ساعت میادیک براساس حساب پیمانه-𝑝اعداد  

 برابر با یک است. 12ʻ ۀبه پیمانʼ 1۳گویند که ها نیز میبعد از ظهر است، ریاضیدان  1ساعته، 2۴در ساعت  1۳:۰۰طور که ساعت همان

یک عدد    ۀبندی کردن تمام اعداد صحیح به پیمانشوند، با دستهای ساخته میادیک چگونه از حساب پیمانه -𝑝برای دیدن اینکه اعداد  

 کند. دسته تقسیم می ۳ها را به ، آن۳ ۀبندی اعداد صحیح به پیماندسته  مثلاً اول مشخص شروع کنید. 

 

 

 فیروزمائده بادان مترجم:
 کارشناسی ریاضیات و کاربردها، دانشگاه شهید بهشتی آموختۀدانش

 اعداد یهادستگاه مرز و حدی ب یایدن

 
𝒑- اول اعداد  براساس  اعداد  یهادستگاه از ی نامتناه یاهی گردا هاکی اد 

 . دارند قرار دی جد اعداد  ةی نظر قلب در هاآن. دهندی م شکل را
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 (.  ۳۳) 27( یا ۳2)  ۹ ۀپیمان ؛بندی کنید هم دسته   ۳ از های بالاترتوان ۀتوانید اعداد صحیح را به پیمانهمچنین می

های اولشان را بشناسند: اعداد صحیحی که به تا خواص تجزیه به عامل کنند مرتب میرا   ۳ های توان  ۀها اعداد صحیح به پیمان ریاضیدان

 ۀهای اولشان دارند؛ اعداد صحیحی که به پیمانبه عامل  ۀدر تجزی ۳با صفر برابر هستند در یک کلاس قرار دارند و حداقل یک  ۳ ۀپیمان

 دارند.   ۳تا  سهبرابر با صفر هستند حداقل  27 ۀدارند و اعداد صحیحی که به پیمان ۳تا  دو با صفر برابر هستند حداقل  ۹
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به   اعداد صحیح  انباشته شده  27و    ۹،  ۳  پیمانۀحال تصور کنید  این برج دقیقاًمانند یک برج روی هم  از  یک پوشش    اند. هر طبقه 

 دهد.  می ۳های توان ۀپیمان یابد و یک چینش زیبا از اعداد صحیح بهنهایت ادامه میزیرین آن است. این الگو تا بی ۀبخشی از طبقسه 



 اعداد یهادستگاه مرز و  حدیب یایدن
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تصویری از تمام   ،این برج  نگاه از بالا بهشود. یک  ادیک با دنبال کردن یک مسیر نامتناهی به بالای برج تعریف می-𝑝هر عدد صحیح  

 دهد. ادیک می-𝑝اعداد صحیح 

انداز را این چشم  و نامیده می شود    2ʻشده فضای کاملʼویکم یک شیء است که  های ریاضیات در قرن بیستترین پیشرفتیکی از بزرگ

  - مدال فیلدز شد    ةبرای بخشی از این کار برند  2۰1۸کسی که در سال    -  ۴از دانشگاه بُن   ۳کند. این شیء توسط پیتر شولتزه مجسم می

 کنند. ای استفاده میهای لایهها از این برجکه چگونه ریاضیداناز ایناست گسترش یافته است. این فقط یک مثال 

باره تمام برج را نگاه کنید. این  های تکی از این برج، به یکجای در نظر گرفتن لایههب»  گوید:می  6از دانشگاه جانز هاپکینز   5دیوید ساویت

 «شود.حسابی پدیدار می ۀو هندس 7لانگلندز  مۀاعداد جدید، برنا ۀیک بینش بنیادین است که در هر جایی از نظری

 

 حساب عجیب و غریب 

گونه نایرا    11  نویسند. مثلاًمی  𝑝ʻدر مبنای  ʼدر بسط عدد    𝑝ظاهر شدن هر توان از    تعداد دفعاتدیک را براساس  ا-𝑝 ها اعدادریاضیدان

 نویسید:ها میادیک-۳در 

ها  ادیک-۳در    ترند. مثلاًشود. اعداد با تکرار بیشتر کوچکدر تجزیه به عوامل اولش مشخص می  𝑝دیک با میزان تکرار  ا-𝑝  یک عدد   ةانداز

۴۸6 ʼکوچکʻ ۴۸6دارد )  ۳به عوامل اولش تعداد زیادی  زیرا در تجزیه ،است = 2 × ۳ × ۳ × ۳ × ۳ × ۳ .) 

در یک ادیک، وقتی اعداد صحیح  - 𝑝  تر است. در اعداد نزدیک   صفر کدام عدد به    فکر کردن به این است که   ،بررسی اندازه   برای   راه دیگر 

که  گیرند درحالی پنجم در یک کلاس قرار می   ۀتا طبق   صفرو    ۴۸6ترند. اینکه اعداد  در طبقات بالاتری از برج باشند، به هم نزدیک کلاس  

 تر است(.کوچک   6از    ۴۸6)و بنابراین    6تر است تا  نزدیک  صفر به    ۴۸6دهد که در یک کلاس هستند؛ نشان می اول   ۀ فقط در طبق   6و    صفر 

در صورت کسر، کوچک و اعداد    𝑝های بزرگ  . اعداد با تواندهنددر خود جا میکسرها را  ادیک، با گسترش برج در زیر زمین  -𝑝های  برج

 در مخرج کسر، بزرگ هستند.    pتر های بزرگبا توان

۴۸6عنوان مثال جمع  هم دارد. به   ی حساب، روی متفاوت دیگر  + ۴۸6 = تر از خیلی بزرگ  ۹72 ، را در نظر بگیرید. در اعداد حقیقی ۹72

 شان دارند.  در تجزیه   ۳( تعداد یکسانی  ۴۸6( و جمعوند ) ۹72جموع ) دو م  است، زیرا هر   ۴۸6اندازه با  هم   ۹72  ، هاادیک - ۳است. اما در    ۴۸6

𝑝-ها از نامتناهی کلاس تودرتو در  کنند. آنها شکل متفاوتی از خط اعداد حقیقی را اتخاذ میادیکʼنوکʻ    برج𝑝-  یک فراکتال  ادیک

  ادیک - 𝑝 اعداد گویای   از   ʻسازی کامل ʼ یک   ل را با تشکی   ها شکاف این  ها  های خودش را هم دارد. ریاضیدان ولی این فراکتال شکاف سازند. می

 ها مشابه اعداد حقیقی است. ادیک-𝑝روندی مشابه افزودن مقادیر گنگ به خط اعداد. حداقل قوانین زیربنایی   ؛کنندپر می

 پس در واقع اشتراکات زیادی دارند.«    ، سازی هستندکاملها  »هر دوی آن  گوید:می  1۰و دانشگاه دوک   ۹از دانشگاه کمبریج  ۸جسیکا فینتزن 

 

 بزرگ  ةیک خانواد

اعداد گویا    ةدربار  مسائلها، برای وارسی کردن  وسیعی از چینش   ةگستر  هها را بریاضیدان  ادیک،-𝑝اعداد    هاینامتناهی دستگاه  ةخانواد

 سازد. مجهز می
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۳𝑥۳  هایی مانندایبدانند که چه موقع چندجمله ها دوست دارند  عنوان مثال، ریاضیدان به + ۴𝑦۳ + 5𝑧۳ = دارند.    گویا های  جواب   ۰

 ساده است. ادیک نسبتاً -𝑝  هایدشوار است. اما یافتن جواب مسئلۀاین یک   قاعدتاً 

خواهند جواب داشته  ا میهرفتار باشد. آنها خوشادیک-𝑝خواهد نسبت به  »همه چیز می  گوید: می  12از دانشگاه واشنگتن  11بیانکا ویرای

 باشند.«

 1۹2۰  ۀاست که به ده  1۴یا اصل هاسه  1۳سراسری   -  موضعیاصل    ، کنندها برای حل این معادله استفاده مییک ابزاری که ریاضیدان 

میبرمی بیان  اصل  این  چندجملهگردد.  یک  اگر  که  اعداد  دارد  تمام  و  حقیقی  اعداد  در  آنگاه  ادیک-𝑝ای  باشد؛  داشته  جواب    این ها 

 ها صادق است نه برای همه. ایچندجمله  از انواعبرای بعضی  سراسری - موضعی ای در اعداد گویا نیز جواب دارد. اصل چندجمله 

شمار  ها برای اثبات وجود جواب در اعداد گویا، در بیرسد: ریاضیدانعجیب و غریب به نظر می  سراسری  - عی  موضپشت اصل    اساس

 گردند.  دنبال جواب میها بهادیک-𝑝از جمله اعداد حقیقی و تمام   اعداددستگاه 
 عبور ها به  شما برای دور زدن آن   :کنداعداد گویا را برجسته می  هایشکافکردن، وسعت مشکلات ایجادشده توسط    گونه کارنیاز به این

تواند عجیب باشد که ، این نیز میاعداد  نهایت دستگاهدهد که در کیهانی منظم از بیاز جهان نیاز دارید. در عین حال، این نشان می

 .استترین نزدیکبه خانه   اتفاقاًخودمان را تنها به یک دستگاه محدود کنیم که 

ها ادیک - 𝑝توانستید با  کنیم، اما اگر جای دیگری رفته بودید، می ما روی زمین هستیم و با اعداد حقیقی کار می   ۀ »هم  ویرای اذعان داشته:

 اند.« خواه شده کار کنید. این اعداد حقیقی هستند که انزواطلب و جدایی 

 

 مرجع:

https://www.quantamagazine.org/how-the-towering-p-adic-numbers-work-20201019 / 

 
1 p-adic 

2 perfectoid space 
۳ Peter Scholze 

۴ University of Bonn 

5 David Savitt 

6 John Hopkins University 

7 Langlands program 

۸ Jessica Fintzen 

۹ University of Cambridge 

1۰ Duke University 

11 Bianca Viray 

12 University of Washington 

1۳ local-global principle 

1۴ Hasse principle 

https://www.quantamagazine.org/how-the-towering-p-adic-numbers-work-20201019/


 

 
 

𝒏𝟐آیا با  + ی به الاضلاع با ضلعتوان یک مثلث متساویمی ،اضلاع واحدمثلث متساوی 𝟏

𝒏، مثلاً 𝒏تر از  بزرگ طول + 𝜺 را پوشاند؟ 

 

 
 

  این مقاله تنها دو کلمه و دو شکل   است.  شده  برای یک ژورنال مهم فرستاده  کنونکه تا  است  ایترین مقاله این مقاله، کوتاه 

 ته شده است.نوش  2004کساندر سویفر در سال  که توسط جان کانوی و ال  دارد

 به دست آمد.   تونشگاه پرینسدان در    های استراحتزمان ة این مقاله در طول یکی از  اید
 

 : شیانگ ژی

کننده است؟  ت به نوعی سرگرم آیا این مقاله فقط آنجاست چون این اثبا  مقاله چیست؟  نفهمم، اما  هدف ایثبات را میمن ا

 های ریاضی دارد؟ی از شاخهختری در برا کاربرد عمیق ی
 

 :ستدراکریس 

،  نوشته شود فرم معمول  ن مطرح شده است. اگر بنا بود که این مقاله به ؤالی است که در عنوان آهدف این مقاله، پرسیدن س 

ضلع ضلاع به  الااوی تسضلاع واحد، یک مثلث مالا ث متساوی لمث  𝑛2توان با  میکه  دانیم  »میشد که:  احتمالاً در آن بیان می

𝑛  حد برابر با  اگر مساحت یک مثلث وا  شود:ای نتیجه میبندی ساده و این حقیقت از قانون مقیاس   دکرطور کامل کاشی  را به

𝛼  ،مثلث با ضریب    زرگ کردنب   آنگاه  باشد𝑛،  ساحت کل  م𝑛2𝛼  به    دهد کها به دست می ر𝑛2  .ما دو    مثلث واحد نیاز دارد

𝑛2نیم که  کئه می ارا  ساختار +   توان باب  طوری کهوجود دارد به   ای𝜀ماند: آیا  ئلة باز باقی میساست و یک ممثلث کافی    2

𝑛2 + 𝑛2ع مثلث، یک مثلث به ضل  1 + 𝜀  رد؟را کاشی ک» 

 

 : عرجم
https://fermatslibrary.com/s/shortest-paper-ever-published-in-a-serious-math-journal-john-
conway-alexander-soifer  

 

 ؟ شدیدایدة اثبات    متوجهراحتی  آیا به

، توضیحات تکمیلی این اثبات را مطالعه  هشماره از نشریتوانید در صفحات بعدی این  می  ،نگران نباشید! اگر با ما همراه باشید

 کنید.

 

 شده!های چاپ ترین مقاله یکی از کوتاه 

 1شکل  2شکل 

 
𝑛2 +  تواند: می  2

https://fermatslibrary.com/s/shortest-paper-ever-published-in-a-serious-math-journal-john-conway-alexander-soifer
https://fermatslibrary.com/s/shortest-paper-ever-published-in-a-serious-math-journal-john-conway-alexander-soifer
https://fermatslibrary.com/s/shortest-paper-ever-published-in-a-serious-math-journal-john-conway-alexander-soifer
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  بارةدر  یدنبال بینشبهکه    ریاضیدانان اغلب زمانی

کنند. این  با هم کار می  ، هستند  دشوار  ةیک مسئل

یند مشارکتی آزاد است که به  انوعی فرهمکاری،  

منحصربه نظر می ارتباط  به  انسانی  رسد  نیاز  فرد 

انسان    ی، نقش همکارجدید  ةدو نتیجاما در    دارد.

 تا حدی با یک ماشین جایگزین شده است. 

، ریاضیدان دانشگاه سیدنی و  1جوردی ویلیامسون 

های یادگیری آن است. مدل  ةهای شهودی و خلاقانجنبه   ،ریاضی دوست دارم  بارةکه من در  یمقالات گفت: »چیز این  یکی از    ةنویسند

 بودم.«  ندیده کامپیوترهااز  پیش از این، کردند که من پشتیبانی میجنبه از آن  طوریماشین 

از ریاضیدانان در کنار  ، کار کردند.ردهای هوش مصنوعی پیشرفته اختصاص داسیستم   ةکه به توسع  ،DeepMind  دو گروه جداگانه 

یک  آموزش دادند تا الگوهایی را در    DeepMindهای یادگیری ماشین  از دانشگاه آکسفورد به مدل  3و مارک لاکنبی   2آندراس جوهاز 

شرح   ها راآن  با دقت   را شناسایی کردند که جوهاز و لاکنبی   پیوندهایی   ، هاجستجو کنند. این مدل  گرهاجسام هندسی به نام  دسته از  

ی،  اانهکه باید مرتبط باشند. در کار جداگ  اندیشیدند میها که ریاضیدانان مدت  را به هم متصل کنند هاگره ةنظری از ایدو حوزه تا  دادند 

 کند، استفاده کرد. ها را به هم متصل میایها و چندجمله ویلیامسون از یادگیری ماشین برای اصلاح یک حدس قدیمی که گراف

مراحل منطقی در یک   دهداطمینان میعنوان دستیار اثبات که  بههم  کنند،  به تحقیقات ریاضی کمک می  کامپیوترها   که  هاستسال

واقعاً کار می ابزارهای بیبههم  کنند و  اثبات  از دادهرحمی که میعنوان  برای جست توانند حجم عظیمی  را  های نقض  وجوی مثالها 

 ها بررسی کنند. حدس

 تولید  ةیادگیری ماشین در مرحل  ترکیبدهد که با  نشان می  و  ل متفاوتی از همکاری انسان و ماشین استشک  نمایانگر  ، کار جدیداین  

 . سختی پیدا شوند که ممکن است بدون کمک ماشین بهکشف کنند هایی را  توانند سرنختحقیق، ریاضیدانان می یک

 ، است  یپیشرفت بزرگ  حقیقتاًانگیزترین چیز در مورد این کار که  از دانشگاه ایالت کارولینای شمالی گفت: »شگفت  4رادمیلا سازدانوویچ

ای رشته بینیک همکاری    راستیکار به  عنوان یک تیم کار کردند. این کنار هم قرار گرفتند و این افراد به  ها بخش  ةاین واقعیت است که هم

 « است.

 ریاضیدانان را  کامپیوترها، که درحالی . دانندناظران، این همکاری را تغییر ناچیزی در روش انجام تحقیقات ریاضی میهرچند برخی از 

 

 

 زهرا ورمزیاری مترجم:
فرهنگیان، دانشجوی کارشناسی آموزش ریاضی، دانشگاه 

 الزهرا، اهوازپردیس فاطمه

 شود یادگیری ماشین همکار ریاضی می 
 یریادگی  لیپتانس  ، DeepMind  و دانانیاضی ر نیب ریاخ یهمکار دو

 دیجد یهاحدس جاد ی ا در محققان به  کمک یبرا را نیماش

 . دهدیم نشان یاتیاض ی ر

https://www.nature.com/articles/s41586-021-04086-x


 شودیم ی اضیر همکار  نیماش یریادگی

 

68 
 

 

 

 1402 تیر، سیزدهممسلسل 

  بودند که  خود ریاضیداناناین  کردند،  سمت طیفی از روابط ممکن راهنمایی میبه

 کردند. شناسایی می ،اشتکه ارزش کاوش درا یی هاآنباید 

تمام »:  ، دانشمند کامپیوتر در دانشگاه نیویورک، در ایمیلی نوشت5ارنست دیویس

 «ریاضیدانان انسانی انجام شد.کار سخت توسط 

 

 هادر داده  والگ

: به یک  بینی کندرا پیش  خروجی  ،استفاده از ورودی  تواند بامی  ماشینیادگیری  

عنوان خروجی بگیرید،  های سلامتی را بدهید و تشخیص بیماری را به مدل، داده

 . بگیریدپاسخ در  را دهید و نام گونهبتصویری از یک حیوان را به آن نشان 

شده  یادگیری ماشین به نام یادگیری نظارت  روشاغلب با استفاده از یک    کار،  این

ارائانجام می با  محققین  آن  در  که  زیادیمثال  ةشود  پیشمی  کامپیوتربه    ، های  که  کند.آموزند  که به  بینی  کنید  تصور  مثال،   عنوان 

های زیادی از  نمونه  با را  مدل  یا سگ. محققان    است  تصویر حاوی گربه یکخواهید به یک مدل آموزش دهید تا تشخیص دهد که آیا  می

بینی  سازد که ماشینی برای پیشمی  های آموزشی، کامپیوتر یک تابع ریاضی بسیار پیچیدهکنند. براساس آن دادهمیتغذیه  هر حیوان  

 ک ی ریتصو کهرا  نیا احتمال کامپیوتر دهند و می شد، محققان یک تصویر جدید به مدل نشان  ساختهبینی  پیشتابع که  است. هنگامی 

 . داد خواهد پاسخ  ،باشد  سگ ک ی ای گربه

کردند.  می  پیدا  DeepMindریاضیدانان سؤالات مناسبی را برای  باید  مفید باشد،    ،عنوان یک ابزار تحقیقبه  شده نظارتنکه یادگیری  آرای  ب

معیاری   ؛در دسترس است  هاآنبرای    فراوانی های آموزشی  ریاضی باشد که داده  از اجسامبه مسائلی نیاز داشتند که شامل آن دسته    ها آن 

در درک   DeepMindباید راهی برای استفاده از توانایی قدرتمند    هاآن ،  همچنین  کنند.که بسیاری از تحقیقات ریاضی آن را برآورده نمی

درحالی کنند،  پیدا  پنهان  به که محدودیتارتباطات  را  آن  توجه  قابل  بررسی میهای  یک همکار  ماشین نکعنوان  یادگیری  اغلب،  ند. 

 .کندتولید می  ، توانند رمزگشایی کنندنمی  ها نارا براساس قوانینی که انس  ا ه خروجی  ،ها از ورودیکند و  سیاه عمل می  ةعنوان یک جعببه

و روان   غیرعادی ببیند، اما در توضیح بسیار مؤثرواقعاً   یتوانست چیزهایگفت: »]کامپیوتر[ می DeepMindدر   ی، محقق6الکس دیویس 

 «نیز مشکل داشت.

باید بدانند که    هاآناین زمینه،    در  های صحیح را ارائه دهد. برای پیشرفت واقعی صرفاً پاسخ  DeepMindنبودند تا    منتظرریاضیدانان  

 تواند تحلیل کند.  که کامپیوتر نمی است ایمرحلهاین  ،برقرار است این ارتباطاتچرا 

 

 هاناورداپل زدن  

عنوان اعضای انجمن سلطنتی ، هر دو بهDeepMind، مدیرعامل و یکی از بنیانگذاران  7، ویلیامسون و دمیس حسابیس 2018در سال  

متقابل  ایعلاقهمتوجه قهوه در مراسم پذیرش، یک در طول صرف   هاآن)یک سازمان بریتانیایی از دانشمندان برجسته(، انتخاب شدند. 

 . شدند

و او در مورد آن بسیار فکر می فکر کرده بودم  کتواند به ریاضیات کمک کند،  چگونه یادگیری ماشین می  کهبه اینمن  »:  گفتویلیامسون  

 « .منعکس کردیمهای یکدیگر را ما فقط به نوعی ایده کرده بود.

. استبرای همکاری انسان و کامپیوتر    یآلآزمایشی ایده  ةزمین  ،ها گره  ةنظری  نام  ابای از ریاضیات  شاخه   به این نتیجه رسیدند که  هاآن 

  ةهم ریسمان در نظر بگیرید. نظری  های درعنوان حلقه را به  ها آنتوانید  می  ریاضی به نام گره است که  اجسام  ای ازدسته  شامل  ،شاخهاین  

توان می  راها  های گرهو بسیاری از ویژگی  دارد   در این زمینه وجود  های فراوانیداده  چراکهیادگیری ماشین مطابقت دارد    نیازهای با    ها گره

 افزارهای موجود محاسبه کرد.راحتی با استفاده از نرمبه

برای کار روی  مشخصی  ة، تماس بگیرد تا مسئلهاگره ة شدپرداز شناخته با لاکنبی، یک نظریه DeepMindویلیامسون پیشنهاد کرد که 

 آن پیدا کند. 

برای یافتن    یادگیری ماشینکه از    امیدوار بودند  هابا این وجود، آن.  فهمیدند لاکنبی نقاط قوت و ضعف یادگیری ماشین را    جوهاز و

 . بهره گیرند  -  شوندها از یکدیگر استفاده میگرهدادن  تمیزهایی که برای ویژگی -ها  ناورداارتباطات جدید بین انواع مختلف 

 DeepMind شرکت به یدنیاز دانشگاه س امسونیلیو یجورد

 نیماش یریادگی یرا که برا یاضیمسائل ر از کمک کرد تا آن دسته

 کند. ییمناسب بودند، شناسا
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گره گرفته  ،دو  نظر  در  متفاوت  کهمی  زمانی  را    هاآن   نتوان  شوند 

بریدن(   کرد  طوری  )بدون  شوند.    کهباز  یکدیگر  ها  ناورداشبیه 

یند باز کردن تغییر اهستند که در طول فر  هاهای ذاتی گرهویژگی

داشته   ناوردااگر دو گره مقادیر متفاوتی برای یک    پس،  کنندنمی

 . تبدیل کردرا به یکدیگر  هاآنتوان باشند، هرگز نمی

توصیف گره   ةهای گره وجود دارد که با نحوناورداانواع مختلفی از  

شود. برخی بیشتر هندسی، برخی دیگر جبری و برخی می مشخص

  حقایق  کمی  اندتوانسته ریاضیدانان  ی هستند. با این حال،یاتترکیب

بین    را روابط  زمینه   ناورداهادر مورد  .  اثبات کنندهای مختلف  در 

  واقعاً یک ویژگی گره  ،های مختلفناوردادانند که  معمولاً نمی  هاآن 

 . خیر کنند یاگیری میاز منظرهای متعدد اندازهرا 

لاکنبی و  که  جوهاز  شدند  ماشین    متوجه  یادگیری  برای  فرصتی 

تری نسبت به ماهیت توانند بینش عمیقمی  از این ارتباط  هاآن  را شناسایی کند.  ناورداهاهای مختلف  سته رتا ارتباط بین    وجود دارد

 های گره به دست آورند. ناوردا

 

 یید امضا أت

برای هر   هاآندو میلیون گره ایجاد کردند.    ال جوهاز و لاکنبی، یک مجموعه داده با بیش ازؤ برای پیگیری س  DeepMindمحققان در  

ربط ها را به هم  ناورداسپس از یادگیری ماشین برای جستجوی الگوهایی استفاده کردند که    ،های متفاوتی را محاسبه کردندناورداگره،  

 برای ریاضیدانان جالب نبودند.   هاآن کرد که بیشتر  پیدا را  از این الگوها کامپیوتر بسیاری  .دهدمی

دان، بسیاری از چیزهایی را که یریاض  یک  عنوانشده یا نادرست بودند. بهکه شناخته  کردیم   مشاهده را    کمیلاکنبی گفت: »ما الگوهای  

 کردیم.«می، حذف فرستادمییادگیری ماشین برای ما  

های  کند. دادهریاضی را درک نمی  اصولی  ةبرخلاف جوهاز و لاکنبی، سیستم یادگیری ماشین نظری

 بیند. می اعداد را فهرستی ازهای گره محاسبه شده است، اما کامپیوتر فقط ناورداورودی از 

توانند  میشود، این اعداد  دیویس گفت: »تا جایی که به سیستم یادگیری ماشین مربوط می

 دونالد باشند.« رکوردهای فروش انواع مختلف غذاها در مک

جبری مهم به نام    ناورداییک    تولیدآموزش کامپیوتر برای    بهدر نهایت این دو ریاضیدان  

ʼامضای گرهʻ  استهای هندسی گره ناورداپرداختند که فقط براساس اطلاعات مربوط به . 

شروع به   DeepMindرا شناسایی کردند، محققان در    مسئلهپس از اینکه جوهاز و لاکنبی  

هندسی    ناوردای  30کامپیوتر آموزش دادند تا  به    ها آنساخت الگوریتم یادگیری ماشین کردند.  

  خوبی کار کرد و عنوان خروجی بدهد. الگوریتم بهعنوان ورودی بگیرد و امضای گره را بهیک گره را به

 بینی کند. دقت پیشرا بهها توانست امضای اکثر گره DeepMindپس از چند هفته کار،  

 روشیبه    DeepMindدهد. برای انجام این کار، تیم  ها را انجام میبینیکه مدل چگونه این پیش  یافتندمیبعد، محققان باید در  ةدر مرحل

مقدار    ها آنمسئول تولید خروجی هستند.    ، های متعددیک از ورودیکدام  دهد تواند تشخیص  روی آورد که می  ʻگیتحلیل برجستʼبه نام  

 تغییر دادند و بررسی کردند که کدام تغییر بیشترین تأثیر را بر خروجی دارد.  ییکیرا یکها ورودی

های دهند بخشانجام میرا    گییک تصویر طراحی شده باشد، محققانی که تحلیل برجست  وجود گربه دربینی  اگر الگوریتمی برای پیش

ممکن    ها آنعنوان مثال،  شناسد یا خیر. بهنوز گربه را میکنند که آیا کامپیوتر هکنند و سپس بررسی میکوچکی از تصویر را محو می

 دهند، اهمیت کمتری دارند. هایی که گوش گربه را تشکیل میتصویر نسبت به پیکسل ةهای گوشاست متوجه شوند که پیکسل

هندسی برای چگونگی    ناوردای  30که سه مورد از    متوجه شدند اعمال کردند،  ها  تحلیل برجستگی را روی داده  ، محققانکه    هنگامی

پوشاند،  توخالی است که گره را می  ةکنند، که یک لولگیری میرا اندازه  8کاسپهای  ، ویژگیناوردا. هر سه  است  بینی مدل بسیار مهمپیش

 مانند پوشش لاستیکی اطراف یک کابل. 

 دشدهیتول یهااز سرنخ یااز دانشگاه آکسفورد، مجموعه یمارک لاکنبآندراس جوهاز و 

مختلف  یناورداهاة ترجم یبرا یفرمول ییمنظور شناسارا به نیماش یریادگیتوسط 

 کردند. یآورجمع هاگره
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. این فرمول از ردکمی  هندسی مرتبط   ناوردایامضای یک گره را به آن سه  براساس این اطلاعات، جوهاز و لاکنبی فرمولی ساختند که  

های خاص  این فرمول را روی گره  ها آن. وقتی  گیردقرار میآن    رویکه گره    ای حجم کره  ؛ کند می  استفاده  نیز  رایج دیگر  ناورداییک  

دقیق    حکمدنبال یک  ریاضی کافی نبود. ریاضیدانان بهجدید    ةیک قضی  بیان کند، اما این برایمی  رسید که کار  آزمایش کردند، به نظر

 تر بود. معتبر است و این سخت موارهبودند که بتوانند ثابت کنند ه

  .کم دارد  یزیچ  هنوز  فرمول  نیا  که  گفت می  هاآن  به   ،ه بود شد  جادی ا  مشابه  مسائل  ةمطالع  ها سال  طول  در  کهلاکنبی    و  جوهاز  شهود

  ا ب  تناظرم ی خاص های خمکه طول  9یکی بهیکهندسی دیگر را معرفی کنند، چیزی به نام شعاع  ناوردایمتوجه شدند که باید یک   ها آن 

که  پذیر شد  امکانبینش خاصی    توسطکرد، اما    ریاضیدانان استفاده   ةدیدای بود که از شهود آموزشگیرد. این مرحلهمی  گره را اندازه

 به دست آورند.  DeepMindتوسط مدل   هشدشناسایی ة نشدتوانستند از ارتباطات ویرایشمی ها آن 

متفاوتی نسبت به  وب است که ]مدلخ»  :آویو گفتاز دانشگاه تل  10آدام زولت واگنر  های یادگیری ماشین[ نقاط قوت و ضعف کاملاً 

 « ند.دار هاناانس

انتخاب   DeepMindهندسی که    ناوردایسه    و   یکی بهیکاصلاح با موفقیت انجام شد. جوهاز و لاکنبی با ترکیب اطلاعات در مورد شعاع  

 خود داشت. یک همکاری واقعی را در ةنهایی روحی ة امضای یک گره ایجاد کردند. نتیج ة، فرمولی برای محاسبکرده بود

 « کرد.و هم ما را درگیر می DeepMindبود که هم متخصصان یادگیری ماشین از  شوندهیند تکرارااین قطعاً یک فر»: لاکنبی گفت

 

 ای به چندجمله  هاگرافتبدیل  

یند  اخواهد فرمی  که اوبه ویلیامسون بازگشت تا ببیند    DeepMind،  2020، در اوایل سال  هاگره  ةنظری  ةپروژ  براساس میزان پیشرفت

هایی  دنبال راهای از ریاضی است که به نمایش شاخه  ة، آزمایش کند یا خیر. نظریشنمای  ةکاری خود، یعنی نظری  ةمشابهی را در زمین

 تر است.پیچیده اشیایساخت  ، برایمانند تقارن ،ریاضیات بنیادیبرای ترکیب عناصر 

این زمینه، چندجمله دارند.  اهمیت ویژه  11تیگسلو  -  های کژدانای در  برای  براساس روش  ها ای این چندجملهای    اشیا  بازآراییهایی 

 ةو اطلاعات مربوط به رابط  است  تیگ از یک جفت جایگشت ساخته شده سلو  -  ای کژدانهر چندجمله نام دارد.  جایگشت    هستند که

 دشوار است. هاآنضرایب  ةبسیار مرموز هستند و اغلب محاسب هاایاین چندجمله کند. می را رمزگذاری ها آن 

 

 استفاده کردند. یابروهات به چندجمله یهاگراف لیتبد یبرا یفرمول یجستجو یبرا نیماش یریادگیاز  DeepMindو  دانانیاضیر
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که   12ات ههای برو به نام گرافتیگ را برحسب اشیایی  سلو  -  های کژدانایکنند چندجمله می  با توجه به این موضوع، ریاضیدانان سعی

به رئوسی را    ،ها یال   و  است  اشیاجایگشت تعداد معینی از    ةدهندنشان  ،اته. هر رأس در گراف برو، درک کنندتر استآسان  هاآنکار با  

 است.  به دست آمده فقط دو عنصر متفاوت جایی جابهبا  ها آن های که جایگشتکنند هم متصل می

تیگ  س لو  -  ای کژدانبینی کردند که باید بین گراف بروهات و چندجمله طور مستقل پیشبه  13تیگ و متیو دایر س، جورج لو1980  ةدر ده

 تر است. گراف ساده ةمحاسبکه تر است، درحالیای بنیادیهزیرا چندجمل ،وجود داشته باشد. این رابطه مفید خواهد بود ایرابطه 

سازگار بود.   DeepMindهای  خوبی با تواناییدیگر، این مسئله به  یها ناورداگره با استفاده از    ناوردای  بینی یک پیش  ةدرست مانند مسئل

 کار کرد. تیگ شروع به  سلو  -  ای کژدانجمله گراف بروهات و چنددوتایی    20000  تقریباً  توسطمدل   با آموزش این  DeepMindتیم  

ای برای نوشتن قاعدهویلیامسون  اما    ، بینی کندتیگ را از روی گراف بروهات پیشس لو  -  ای درست کژدانچندجمله  بارهاتوانست    این مدل

 دهد. می های خود را انجامبینیجهت رسیدن از یکی به دیگری، نیاز داشت که بداند کامپیوتر چگونه پیش

 

 ثابت کنیدیک فرمول، اگر بتوانید آن را 

دیگر   محققان  بار  اینجا،  تکنیک  DeepMindدر  گراف  گیبرجستتحلیل  های  به  آوردند.  اما روی  هستند،  بزرگ  بسیار  بروهات  های 

ند،  ادد( را نشان می9و   1دور )مانند  خیلی  اعداد    جایی جابههایی که  بود. یالها براساس تعداد کمی از یال  بیشتر  کامپیوترهای  بینیپیش

  سرنخی. این اندجا شدهجابه (5و  4)مانند   ها اعداد نزدیک به همدر آن که  بودندهایی جایگشت بینهای تر از یالها مهمبینیبرای پیش

 داد. می بود که ویلیامسون باید آن را توسعه

هستند. توپ به زمین من برگشته   هادیگر یالز  تر اها، به هر دلیلی، بسیار مهمگوید این یالویلیامسون گفت: »الکس ]دیویس[ به من می

 «.بودمخیره  هاآنبود و من چند ماه به 

 DeepMind. تیم  داد  ارائهتیگ  سلو  -  ای های کژدانای بروهات به چندجمله هویلیامسون ده فرمول یا بیشتر برای تبدیل گرافدر نهایت  

 هایی مثالسرعت  به   DeepMindویلیامسون، تیم    ة. برای چندین فرمول اولیتطبیق دادهای بروهات  از گراف  مثالها  را با میلیون  هاآن 

باقی   احتمالاًرسد می پیدا کرد که به نظر فرمولیویلیامسون  بالاخره اما  د.ندشکست خور هاکه قاعده جاهایی ؛کردندرا یافت که کار نمی

 متناظر ای  چندجمله   ةشبیه به مکعب و استفاده از آن اطلاعات برای محاسب  یقطعات  ات بههشامل شکستن گراف برو  فرمول  بماند. این

ویلیامسون و    ةاند. اکنون این وظیفتأیید کرده  مثالها  این فرمول را بر روی میلیون   تا به حال،   از آن زمان  DeepMindاست. محققان  

 کند. می دیگر ریاضیدانان است که ثابت کنند این قاعده همواره کار

پیدا کردن مثال برای  از کامپیوتر  استاندارد در تحقیقات ریاضی است،  استفاده  اخیرهمکاریاما  های نقض، روشی  تا  های    باعث شده 

سمت مسیرهای تواند ریاضیدانان را بهمی  ی داده، یادگیری ماشین. برای مسائل با حجم بالامفید باشند  نیز  در مسیری جدید  کامپیوترها

 . دهدمی ارائه تصادفی ییک همکار که پیشنهاد بیشتر شبیه بهراهنمایی کند،  بدیع
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 اختصاص دارد.   1کل  تحلیل شاین صفحه به    پردازیم.و سویفر می   یش به تحلیل اثبات کانودر این بخ

 : ز داریم، مشخص کنیمنیا  مثلث بزرگ  ی که برای پوشاندنع واحد الاضلاهای متساوی کمترین تعداد مثلث   دهیدتدا اجازه  اب

𝐴 مثلث کوچک =
√3
4

 

𝐴مثلث بزرگ =
√3
4

(𝑛 + 𝜀)2 = 𝐴 مثلث کوچک(𝑛2 + 2𝑛𝜀 + 𝜀2) < 𝐴 لثمث کوچک (𝑛2 + 1) 

𝑛2ه حداقل که ب گیریمیجه مینت +  ک است(. ی کوچبه قدر کاف  𝜀که  اینفرض  ز داریم )با  مثلث واحد نیا  1

𝑛2کرد تا نشان دهد که به  که جان کانوی پیدا    نیدرا ببی  روشیتوانید  می ،  در ادامه + الاضلاع واحد برای  مثلث متساوی   2

بزرگ  پوش  مثلث  استنیااندن  دهید  .ز  اجازه  او،  اثبات  درک  ساده   برای  𝑛تر  حالت  = کنیم.  3 تحلیل  ح  را  این  الت،  در 

 سید: ر  خواهیدیت به چیزی شبیه به شکل زیر  بالا بچینید و در نهاهای واحد را از  مثلث توانید  می

 

 
 

1کناری آن  ضلاع  ای را بپوشانیم که طول ازنقهبینیم که هنوز باید ذومی + 𝜀    ذوزنقه، دو مثلث ین  پوشاندن ااست. برای

را بپوشانیم و سپس این کار را    𝜀دهیم تا بتوانیم فضای اضافی ایجادشده توسط  تراز روی هم قرار می غیرهمطور  واحد را به 

به ذوزنقه  اضلاع  حقیقت که  این  کنید،  طور که در شکل پایین مشاهده می همان  ذوزنقه پوشانده شود.کنیم تا کل  کرار می ت

 : آن استفاده کنیماضافی برای پوشاندن  مثلث    2کند که از  ما را مجبور می  ،شده است  بزرگ  𝜀ة  انداز

 

 
 

 
 

𝜀اگر   = یم و زمانی  وشاندن مثلث بزرگ نیاز دارپمثلث واحد برای   32دقیقاً به  ابتدا اشاره کردیم،    درطور که  آنگاه همان،  0

𝜀که  ≠ 32فی نیاز داریم: ضامثلث ا  2، به  0 + 2 

برای هرا می این ساختار    که  ببینید  خت نیستس 𝑛میم داد:  ة دلخواهی تعاندازر  توان  + 𝜀  بنا 𝑛2براین تعداد کل  و  + 2  

 . داحو  مثلث

 شده ترین مقالة چاپ تحلیل کوتاه 
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 دانشجوییدوفصلنامه  

 ت ـهایـنیــب

 
 1سال قبل از میلاد، آناکساگوراس   450در حدود  

این    .فرصتی برای فکر کردن داشت  2از کلازومنه

دلیل این ادعا که خورشید خدا ریاضیدان یونانی به

صخره بلکه  شبهنیست،  بزرگی  به  جزیره ای 

فیلسوفی که معتقد    .است، در زندان بود  3پلوپونیز

بر جهان حکومت می از حبس بود »خرد  کند«، 

 ة پنجه نرم کردن با یک مسئل  و  خود برای دست 

 معین بسازید؟ ةیک دایر با مساحتهمتوانید مربعی  کش و پرگار، میریاضی معروف به نام تربیع دایره استفاده کرد: آیا با استفاده از خط
صورت آنلاین توسط به مدتی پیشای که مقاله .کنند و در حال پیشرفت هستندال کار میؤبا کمال تعجب، ریاضیدانان هنوز روی این س

ای است که به این روایت از دانشگاه ویکتوریا منتشر شد، آخرین مقاله  6از دانشگاه وارویک و جاناتان نوئل  5  و اولگ پیخورکو  4تهآندراس ما

یک دایره را با بریدن به قطعاتی که قابل تجسم و احتمالاً ترسیم  توان  میدهند که چگونه  نویسندگان نشان می  . باستانی وصل شده است

 .ای است که براساس یک تاریخ غنی ساخته شده استاین نتیجه  .کرد  هستند، مربع

ثابت کرد    7شده توسط آناکساگوراس پاسخ داده شد، زمانی که ریاضیدان آلمانی فردیناند فون لیندمانال دقیق مطرحؤس  ،1882در سال  

نوع خاصی از عدد است که در    -  1ای با شعاع  مساحت دایره  -  𝜋او نشان داد که    .که تربیع دایره با ابزارهای کلاسیک غیرممکن است

  استفاده  که  پیشین نشان داده بود  نتیجةاز آنجایی که یک    .شود(نیز می  𝑒  ای که شامل عدد اویلرگیرد )دسته اعداد متعالی قرار می  ةدست

 . کش و پرگار برای ساختن طولی برابر با یک عدد متعالی غیرممکن است، تربیع دایره به این صورت نیز غیرممکن استاز خط 

توان این  او پرسید که آیا می  .با پیچاندن قوانین، مسئله را زنده کرد  8آلفرد تارسکی   1925این ممکن بود پایان داستان باشد، اما در سال  

تواند در یک صفحه حرکت داده شود و دوباره در مربعی با مساحت مساوی  یک دایره به تعدادی محدود از قطعات که میکار را با بریدن 

 .شودشناخته می 9پذیریتجزیه همعنوان رویکردی که به -جمع شود، انجام داد؟  

تر، پیخورکو  طور دقیق، یا بهکردبه قطعاتی با اندازه و شکل یکسان تقسیم    ها راآن   اگر بتوانپذیرند  تجزیههمبه عبارت دیگر، دو جسم  

 « .باشند نهشتهمهای متناظر با یکدیگر طوری که قسمت به  ،ها را به تعداد زیادی قسمت تقسیم کنیداگر بتوانید آن: »گفت

نویسندگان نشان   .تارسکی از این مسئله داشت  ةای بود که پیشرفت قابل توجهی در مورد نسخاولین مقاله  1964در سال    یک مقاله

تر، پر از سوراخ و  ، به قطعات فراکتال پیچیدهباشدپذیر  این کار، اگر امکان  .تواند با قیچی انجام شودپذیری نمیتجزیهدادند که این هم

 . ردناهموار نیاز دا ةهای پیچیدلبه 

 

 

 ملیانیعلیزهرا شیخ مترجم:
 دانشجوی کارشناسی ریاضیات و کاربردها، دانشگاه شهید بهشتی

 شود یم  یاض یر  دیجد  یهاکیتکن  میتسل  ،یباستان  ةهندس  مسئلة  کی

  که  دهندیم نشان  دان یاض یر سهبار، برای اولین 

 ره یدا کی با مساحتهم یمربع توانی م چگونه

  قابل که ریپذضیتعو یقطعات به  ها آن  برش توسط

 .ساخت هستند،  تجسم



 شودیم  یاضی ر دیجد  یهاکیتکن میتسل ، یباستان  ةهندس مسئلة کی
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 1402 تیر، سیزدهممسلسل 

سال  این تا  که  است  چیزهایی  میکلوش   1990ها  که  زمانی  تا  بود، 

س  10  لاکزکوویچ اینؤبه  تارسکی  دایره ال  یک  داد:  مثبت  پاسخ  گونه 

 .شکل مربع دوباره ساخته شودتواند بهمی

برای تجسم دستاورد لاکزکوویچ، یک دایره و مربع را در کنار هم در یک 

کنید تصور  حداکثر    .صفحه  به  دایره  اگر  که  داد  نشان  قطعه    1050او 

معمول باشند، آن قطعات  ها پیچیده و با اشکال غیرآن  ةتقسیم شود، هم

تا زمانی که    -بدون اینکه حتی چرخانده شوند    - توان حرکت داد  را می

 . طور کامل مربع را پر کنندبه

در عوض،    .اما برای رسیدن به این نتیجه، لاکزکوویچ با اشکال کار نکرد

او یک گراف   .نظریه گراف تبدیل کرد  ةهندسه را به یک مسئل   ةاو مسئل

یک    ایکی متناظر ب   -مجزا از رئوس در نظر گرفت    ةجموع بزرگ با دو م

یک را بین رئوس بهو سپس تناظرهای یک  -یک مربع    ادایره، دیگری ب

 .های دیگری برقرار کردسأیک مجموعه و ر

  ʻآور حیرت ʼ، نتایج را  12، یک ریاضیدان در دانشگاه مکالستر11استان واگن 

ای توان یک فضای دایرهلازکوویچ نشان داد که چگونه می  .توصیف کرد

 . در نظر گرفت و آن را صاف کرد

او   . نامندمی  13ʻغیرساختنیʼیک اثبات وجودی است، چیزی که ریاضیدانان آن را لاکزکوویچ برهان  .با این حال، یک نکته وجود داشت 

بدتر   . ها را توصیف کندتوانست آنوجه نمیوید چگونه قطعات را بسازد و به هیچتوانست بگتوان آن را انجام داد، اما نمیثابت کرد که می

 . ها غیرممکن استهستند، به این معنی که تعیین مساحت آن  ʻناپذیراندازهʼاز آن، قطعات 

  . شد  منتشر، ماته و پیخورکو  14توسط لوکاس گرابوفسکی  2016  ةکه در ژانوی برداشته شد    ایمقالهگام بزرگ بعدی چند دهه بعد در  

اما باز هم یک نکته وجود    .اندتعریفی است، به این معنی که قطعات عمدتاً خوشنها، برخلاف لاکزکوویچ، تقریباً کاملاً ساختاثبات آن

تری برای پوشاندن قسمت کوچکی از مربع لازم هنوز قطعات اضافه  .کنندتعریف از دایره، کل مربع را پر نمیداشت: آن قطعات خوش

 . کنندیاد می ʻصفر ةانداز از  ایهمجموع ʼقدر کوچک است که مساحتی ندارد و ریاضیدانان از آن با نام این بخش آن .است

توانید شما حتی نمی  .است  مورد توجه قرار گرفته، ریاضیدانی از دانشگاه کالیفرنیا در لس آنجلس، گفت: »تقریباً تمام فضا  15اندرو مارکس 

 « .رسدبه نظر می مشاهدهغیرقابل   ةمجموع  چراکهرفته را رسم کنید،  قطعات ازدست

محقق قرون  کیعنوان به نجایآناکساگوراس از کلازومنه که در ا ،یونانی دانیاضیر

بود که در مورد  یکس نینورنبرگ نشان داده شده است، اول کلیدر کرون ییوسطا

ʼرهیدا عیتربʻ دشوار. بندهیطور فربه ایهنوشت؛ مسئل 

تنها با استفاده از  نیمع ةریدا کیبا  یبا مساحت مساو یمربع دنیثابت کرد که کش ندمانیفون ل ناندیفرد -است  17و  16نمودارها مربوط به قرن  نیا -ها تلاش س از قرنپ

 .ردیگیبه خود م یدیمسئله شکل جد م،یاست. اما اگر به آن ابزارها ملزم نباش رممکنیکش و پرگار غخط

https://arxiv.org/abs/1601.02958
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 دوفصلنامه دانشجویی 

 نـهایـت بــی

Infinity magazine 

ها راهی برای تربیع دایره پیدا کردند که آن  .به جلو بود  رو  نتیجه یک گام شگرف  ، اینبا وجود این قطعات اضافی ضروری»  :مارکس گفت

 « .صفر ةانداز ای ازجز مجموعه جا بههمه  ،کندجا کار میتقریباً همه

د و اولین  ، که اکنون در دانشگاه تورنتو مشغول به کار است، یک سال بعد پیشرفت بزرگی را انجام دادن 16مارکس، همراه با اسپنسر اونگر 

ها شرح کاملی از تمام قطعات مورد  مقالة آن  . کندجا کار میاثباتی که بدون استثنا همه  - ی تربیع دایره را ارائه کردند  ناثبات کاملاً ساخت

 «.صفر را ندارند ةاندازاز ها این مجموعة زشت آن  .ها بهتر استهای آنقطعه»ماته گفت:  . دهدنیاز برای تربیع دایره ارائه می

مارکس گفت:    . و این قطعات هنوز کاملاً پیچیده هستند  -  10200حدود    -ها حتی شامل قطعات بیشتر است  با این اوصاف، اثبات آن

 « .ها بسیار دشوار استاند، تجسم آن»ایراد مقالة ما این است که اگرچه قطعات به صراحت از دیدگاه ریاضی تعریف شده

عدد    10200ها که دوباره به  قطعات آن  .چیزی است که ماته، نوئل و پیخورکو ارائه کردند  ماند که آنپیشرفت باقی  برای    فضامقداری  

 .تر استها برای ریاضیدانان بسیار آسانتری دارند و تجسم آن رسد، شکل سادهمی

توانید ببینید  راحتی میکه به  ایبه شیوه توانید قطعات من و اسپنسر را  مارکس گفت: »جهش بزرگ در اینجا این است که شما نمی

 «.توانید بکشید، اما با این قطعات می

فناوری کالیفرنیا، گفت: »هنوز ریاضیات بیشتری برای پایان یافتن این    ة، ریاضیدان مؤسس17الکساندر ککریس   .اما این پایان ماجرا نیست

 «.این یک پیشرفت تدریجی و مداوم است. مسئله وجود دارد

ایده پیخورکو  حاضر،  حال  سادهدر  برای  آنهایی  کل  تعداد  کاهش  قطعات،  بیشتر  آن سازی  ناهمواری  کاهش  و  مارکز ها  و  دارد  ها 

او   .انجام داد ه قطع 22توان با میرا  پذیریتجزیههماین که  -کند  اما اثبات نمی - از آن است جام داده که حاکیای انهایی رایانهآزمایش

 .استاز این مقدار معتقد است که به احتمال زیاد کمترین تعداد، حتی کمتر 

 «.بندم دلار شرط نمی 1000اما  . قطعه مربع کنید 20بندم که بتوانید دایره را با کمتر از او گفت: »به یک نوشیدنی شرط می
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ت آورد. برای درک آن، بار دیگر از  ه دسب  نتیجههمان  ثبات  که سویفر برای ا  کنیدرا مشاهده می  بخش، ساختارین  در ای

 دهیم. ا تعمیم میسپس نتیجه ر  نیم وکتر استفاده می حالت ساده 

2ثی به ضلع هید که با مثلبتدا اجازه دا + 𝜀  ها کنیم و آنمثلث واحد استفاده می  3از  ن مثلث،  شروع کنیم. برای پوشاندن ای

مانده است. برای  ضلعی در وسط باقی  کنید، یک شش شاهده می ر شکل زیر مطور که ددهیم. همانها قرار می در گوشه   را

 : اندقرار گرفتهزیر    صورتکه بهداریم    نیازحد  مثلث وا  3مانده، به  عی باقیضلین شش پوشاندن ا

 

 
 

𝑛برای   = 22در نهایت از  که چرا  ،است کارآمد کانوی  تار، ساختار سویفر به اندازة ساخ2 + مثلث واحد برای پوشاندن یک   2

2مثلث به ضلع  + 𝜀  .استفاده کردیم 

برای   𝑛حال  = دقیقا3ً برای  ،  که  را  کاری  همان   𝑛 = می  2 تکرار  دادیم،  میانی  انجام  فضای  اما  بود   2𝜀کنیم.  ،  خواهد 

1د که طول اضلاع کناری آن  مانباقی می  زنقهذوه یک  درنتیج − 𝜀   .است 

اما این بار به هیمی کانوی استفاده    قه، از همان روشبرای پوشاندن این ذوزن   پوشاندن آن نیاز ضافی برای  چ مثلث اکنیم، 

1 یع کنارضلااطول  چراکه   پذیر استه این امکان ک  نداریم. توجه کنید − 𝜀    های بیشتری  به مثلث   غیر این صورتاست، در

3ة آن  عدنقه نیاز داشتیم، زیرا طول قاذوزن  برای پوشاند + 𝜀    به همین دلیل( 2است𝜀  در وسط باقی گذاشتیم.) 

 

 
 

𝑛های واحد که برای پوشاندن حالت  تعداد کل مثلث = 32استفاده کردیم، دوباره    3 + که معادل با ساختار کانوی  است    2

 است. 

𝑛2های واحد برابر با  لثدلخواه تعمیم داد و تعداد کل مث  𝑛برای هر  توان  می  نیز  ببینید که این نتیجه را سخت نیست   + 2  

بود. اس  خواهد  استفاده کنیم و  3از ساختار  ت که  تنها لازم  ا  ن شویم کهئ مطممثلثی  پایین   زنقهذو  اریع کنلاضطول  در 

1مثلث برابر با   − 𝜀  مثلثی شروع  3فت که با ساختار  میم گرتص  سویفرکنید،  مشاهده می   2ور که در شکل  طهمان )  است

 کند(.

 شده ترین مقالة چاپ تحلیل کوتاه 
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اشاره بر چیزی    1ʻمتعالی ʼ  ةدر زبان روزمره، کلم

مفهومی مخفی و    ؛د که از معمولی فراتر باشدردا

از سوی دیگر    اسرارآمیز با قدرتی مبهم و جادویی.

تر  این دنیاییمتعالی  مفهوم اصطلاح    ،در ریاضیات

شمار  این کلمه کلاسی با بی  ، طور سادهاست. به

ای چندجمله   یک  ریشةکند که  عدد را توصیف می

𝑎𝑥3مانند   + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = نیستند،    0

طور که ریاضیدان همان  .تواند هر عدد صحیح مثبتی باشدمی  𝑥  توانو بیشترین    هستندویا  و غیره همگی گ  𝑎  ،𝑏  ،𝑐  جایی که ضرایب

 «.روندفراتر میجبری  هایروشاز قدرت  هاآن»بزرگ لئونارد اویلر گفته است: 

 این دو عدد حقیقتاًصادق است.    –  𝑒و    𝜋های جهانی  ثابت   –عدد غیرجبری مشهور    برای دو  ʻمتعالیʼة  ، مفهوم متداول کلمبا این حال

کنند ریاضیات بازی میمتعدد  هایشاخه را در محوری ی نقش ها آن دهند. اسرارآمیز  و قدرتمند هستند و مقداری جادویی را نمایش می

برای بسیاری از ما   𝜋  قدرتمند، عدد  . در بین این دو مقدار ثابتشونددر حل مسائل ظاهر می آباد از ناکجا ،و زمانی که انتظارش را ندارید

  2.71828...  یا   𝑒اما عدد اویلر    ،کننداستفاده میاز آن  دانند و در محاسبات  آموزان مقدار تقریبی آن را میدانش  ةهم  .تر استشدهشناخته 

اثبات  متعالی بودن آن    ،1873در    2هرمیت  چارلزبود که توسط    ساختنیاولین عدد غیر  𝑒،  واقع  رد  شده نیست.برای بسیاری از ما شناخته

ارائه را    متعالیاعداد    از  پذیراولین مثال اثبات  ،1850در    3ژوزف لیوویل  چراکه  چیست  ʻساختنیغیرʼ  باید مشخص کنیم که منظور ازشد.  

این  قطعاً وجود نیامده بود.ه ای از ریاضیات بصورت طبیعی در هیچ شاخههو ب ساخته بودهدف  همین عددی بود که او برای  ایناما  داد،

  لگاریتم   مبنای  𝑒دانیم که  ی از ما میربسیا  . تفاوت دارد  شود،ظاهر میریاضیات    جایمهصورت طبیعی تقریباً در هکه به  𝑒ضوع با  مو

ها را بدون رویارویی  این زمینه   محاسبات درتوانیم  اما می  راه پیدا کرده است،نمایی  مرکب و رشد و تنزل  ة است و در تئوری بهر  طبیعی

به ما   و   شودظاهر می  طور غیرمنتظرهبه  𝑒 عدد   ها آندر  که   آزماییممی  را  معمولیچند مسئله با ظاهری    در اینجا   انجام دهیم.   𝑒با   صریح

 دهد. می 𝑒 از جهانی بودننگاهی اجمالی 

ارقام آن تا ابد بدون هیچ الگوی قابل تشخیصی ادامه پیدا    ؛ یعنی نامتناهی است اعشاری    دارای نمایش   𝑒متعالی، عدد  و دیگر اعداد    𝜋  عدد   مانند ه 

 45 90 45 1828 1828 2.7  : شود به خاطر سپرده می   مقابل بندی  آسانی با گروه دارد و به   منظم الگویی    ، 𝑒  عدد   رقم اول   15با این وجود    . کند می 

انگیز دیگر چندین مشخصات حیرت   𝑒عدد اما   ،هستند تصادفی  رود کاملاًطور که انتظار میرقام همانباقی ا  ،تصادفی است  قطعاً  نظماین  

طور به  𝑒  . عدد آشنا خواهید شد   مسائلاز  شما با برخی از این مشخصات در این سری    . کندفرد میه دارد که آن را بین سایر اعداد منحصرب

 

 

 زهرا صمدی مترجم:
 بهشتیدانشجوی کارشناسی ریاضیات و کاربردها، دانشگاه شهید 

 شوند؟ روزمره پنهان می اتریاضیکجای  متعالیاعداد 
از اعداد   𝑒عدد اویلر   چگونهاما  ، آشناست  جا حضور دارد همان اندازه که همه به   𝜋  متعالیدد ع

 ؟رودمی فراترمعمولی 

 



 شوند؟ یم  پنهان روزمره اتیضایر یکجا  یمتعال اعداد
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 1402 تیر، سیزدهممسلسل 

جزئیات    . بخش خواهد بودلذت  ، باز همطور سربسته بدانیدهرا ب  𝑒حتی اگر شما دلیل ظاهر شدن  ، اما  شودظاهر می  ها آندر تمام  طبیعی  

 ترین روش ممکن این ارتباط را توضیح دهد. تواند به سادهببینیم چه کسی می .نیاز دارد ی ریاضهای آموزش به دیدار متعالی این  دقیق

 

 کردن   افراز .۱ مسئله

5در هم ضرب کنید:  ها  آنو    5  تامساوی تقسیم کنید مثل دو  قطعاتآن عدد را به    .10مثلاً    ،انتخاب کنیمبیایید یک عدد را   × 5 = 25. 

 : شکل زیر خواهد شدنتیجه به  . کار را انجام دهیم  مساوی تقسیم کنیم و همان قطعةپنج یا شش  چهار،  را به سه، 10توانیم حال می

5قسمت:   2 × 5 = 25 

3.33قسمت:   3 × 3.33 × 3.33 = 37.04 

2.5قسمت:   4 × 2.5 × 2.5 × 2.5 = 39.06 

2قسمت:   5 × 2 × 2 × 2 × 2 = 32 

1.67قسمت:   6 × 1.67 × 1.67 × 1.67 × 1.67 × 1.67 = 21.43 

سعی    . کند سپس شروع به کاهش می  ، رسد که به نظر بیشترین مقدار استیابد و به مقداری میافزایش می  ضرببینید که حاصلمی

این اتفاق   . دهدرخ می  هر حالتمتوجه خواهید شد که اتفاقی یکسان در    . دهید  انجامنیز این کار را    30و   20با اعداد دیگری مانند  کنید  

 است.  𝑒فرد ه دلیل خاصیت منحصربههیچ ارتباطی با خود اعداد ندارد بلکه ب

 

 ؟دارد  𝑒رسد و چه ارتباطی با عدد  شده میازای عدد دادهقدار خود به مبه بیشترین    ضربحاصلشوید که چه زمانی  آیا متوجه می  الف(

 را بخوانید. زیرراهنمایی  ،اید ماندهدراگر در پیدا کردن پاسخ 

 تر باشد. نزدیک 𝑒به   قطعاترسد که مقدار ب زمانی به بیشترین مقدار خود میضرحاصل :راهنمایی

 

 مقدار  ةمحاسب  بدون  .(37.04)  است  بعدی  ترین عددبزرگ   از  تربزرگ  ٪5.5  ( تقریبا39.06ً)  ضرب بیشترین حاصل،  10برای عدد    ب(

ترین ضرب و بزرگرا بین بیشترین حاصل   درصد اختلاف  کمترین  ،100تر از  که کدام عدد کوچک   بزنید  حدس  توانیدمی  ،اختلاف  دقیق

 افتد؟ دارد؟ چرا این اتفاق می  عدد بعدی

 

 مده است؟آوجود ه ظاهراً کوچک ب ةلئدر این مس 𝑒چرا  که  توانید توضیح دهیدمی ج(

 

 اتحاد و یگانگی  .۲  مسئله

هفته ازدواج کند یا از این ارث محروم   21در    بایداو    وراثت،براساس شرایط    است.  وارث دارایی میلیاردی مجردی دچار مشکل بزرگی شده 

پس به   ، ، او مصمم است که بهترین شریک عاطفی را انتخاب کنداست نظر گرفته شده الاجل کوتاهی که برای او دررغم ضربعلی شود.

 : کند صورت زیر عمل میهاین برنامه ب  .پیونددمی e-marriage با نامای مربوط به ازدواج برنامه

که بیشترین سازگاری   کند زندگی جفت میشریک  یک  شما را با    و پس از آن هر دو هفته یک بار،  ، بلافاصلهتم اختصاصی برنامهالگوری

بار    یا بپذیرید. کاندیدی که یک  کنید  با یکدیگر آشنا شوید و او را رد   ملاقات کنید، آن کاندید   با   شما باید   ،هفته دوآن در    . را با شما دارد

 .رد شود دیگر قابل فراخواندن نیست

اما  .، ازدواج کندمقرر قبل از مهلت ههفتآخرین و در  ملاقات کندهفته  20شریک عاطفی با بیشترین هماهنگی را در  10تواند می وارث

  هاآن  ،شودطور که با کاندیدها آشنا میاشد. پس همانانتخاب بهترین شریک عاطفی داشته ب  را در  خواهد بیشترین شانساو همچنان می

 ، را زودتر بپذیرد  کاندیدی اگر او    .بندی کندرتبه  ،تواند کاندیدهایی را که هنوز ندیده استمشکل اینجاست که او نمی  .کند بندی میرا رتبه 

 . کرده باشدبهترین را رد  قبلاً ممکن است ،ممکن است فرصت انتخاب کاندیدی بهتر را از دست بدهد. اگر او زمان زیادی صبر کند 

 

 ؟ برساند حداکثر به رابطه، وجود عدم فرض  با  ،کاندید نیبهتر انتخاب یبرا را خود شانس  تواندیم وارث چگونه الف(

 

 کند؟ یم رییتغ چگونه وارث شانس باشد، داشته وجود رابطه با نفر اول احتمال درصد 10 اگر ب(
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 شود؟چگونه وارد صحنه می 𝑒توانید توضیح دهید که  . آیا میمربوط است 𝑒این یک مسئلة کلاسیک است که پاسخ آن به   ج(

 

سعادت متعالی را تواند  نمی  𝑒  حتی  ، ارددکلاسیک بر بیشینه شدن شانس انتخاب بهترین شریک عاطفی تمرکز    مسئلة  این  کهدرحالی

ه  تری بپایین  ةه رتبکبا فردی  اُم  20در انتهای هفتة    وارثممکن است    ، ظاهر و رد شود  زودترکه اگر بهترین کاندید  چرا  تضمین کند،

اگر  تری لازم است.  گاه روش عملیآن،  ها آنلزوماً بهترین    باشد، ولی نه  انتخاب یکی از بهترین کاندیدها   ،اگر هدف   گیر کند.  ورده،آدست  

 یایکی از سه  مثلاً  که    دنبال راهی هستیمبه،  است  عنوان بهترین رتبه به  1  اند کهشدهبندی  رتبه  10تا    1ز  کاندید ا  10فرض کنیم که  

 .نفر برتر را انتخاب کنیم چهار

 

 ؟به دست آوردرا بالاترین رتبة مورد انتظار از کاندید انتخابی خود تواند می چگونه وارثتر، در این سناریوی عملی د(

 

 با هم بودن   . ۳  مسئله

  زوج  این   ثروتی کلان به ارث برده است.  ،بر ازدواجی سعادتمند علاوهآمیز بوده است و او  موریت وارث موفقیتأ بیایید فرض کنیم که م

خدمات    . تاس  شده   یزیربرنامه  بزرگ  سالن  کی  در   یاختصاص  کنسرت  ک یدر آنجا    که  بروند   یاستراحتگاه  به  رند یگیم  میتصم  خوشبخت

یک   طور تصادفی ، بهدنشوزوج وارد سالن مییک که   هنگامی . دهندها تشکیل میشود و حضار را زوجمی براساس ترتیب ورود ارائهتالار  

شود این موضوع باعث می  بسیاری مواردو در    هر زوج جدید همین کار را انجام خواهد داد  .کنند انتخاب می  یکدیگرکنار    درصندلی    جفت

. سپس سالن پر  د نبمان  های تکی باقیتنها صندلی ادامه دارد که یند تا زمانیاها خالی بماند. این فرهای تکی بین صندلی زوجکه صندلی

 . شود و نمایش شروع خواهد شداعلام می

 

 ؟ مانده باشدخالی ها چه نسبتی از صندلیرود شود، انتظار میسالن پر اعلام میکه  زمانی  الف(

 

 شود؟ می  وارد با هم بودن  چطور به این نمایشِ 𝑒عدد   ب(

 
که قبلاً    بگیرید  یاد  𝑒انگیز  شگفتبه عدد    عو شاید چیزی راج  ببریدلذت    این مسائلاز حل    که  امیدوارم  .ما تمام شد   سلسلة متعالی

 .بینیدتوانید پاسخ این مسائل را بنهایت میبی ةدر مسلسل بعدی نشری .دانستیدنمی

 هنگی داشته باشید! آهم-𝑒های متعالی خود،  آرزومندیم که در مراقبه

 

 مرجع:
https://www.quantamagazine.org/where-transcendental-numbers-hide-in-everyday-
math%2020211027 

 
1 transcendental 

2 Charles Hermite 

3 Joseph Liouville 

https://www.quantamagazine.org/where-transcendental-numbers-hide-in-everyday-math%2020211027
https://www.quantamagazine.org/where-transcendental-numbers-hide-in-everyday-math%2020211027


 

 
 

𝒑ای که هر عدد اول  جمله اثباتی یک  ≡
𝟒

 ، مجموع دو مربع کامل است 𝟏
 

𝑆روی مجموعة متناهی  با ضابطة زیر  تابع خودمعکوس   = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℕ3: 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑝}   دقیقاً دارای یک

 : نقطة ثابت است

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ {

(𝑥 + 2𝑧, 𝑧, 𝑦 − 𝑥 − 𝑧)                    𝑥 < 𝑦 − 𝑧
(2𝑦 − 𝑥, 𝑦, 𝑥 − 𝑦 + 𝑧)         𝑦 − 𝑧 < 𝑥 < 2𝑦
(𝑥 − 2𝑦, 𝑥 − 𝑦 + 𝑧, 𝑦)                        𝑥 > 2𝑦

 

,𝑥)فرد است و تابع خودمعکوس  |𝑆|پس   𝑦, 𝑧) ↦ (𝑥, 𝑧, 𝑦)  .نیز دارای یک نقطة ثابت است◼ 
تأیید ادعاهای ضمنی مانند متناهی   توسط لیوویل الهام گرفته شده است. شده این اثبات به نوبة خود از اثباتی ارائه

بودن  ، خوش 𝑆بودن مجموعة   و خودمعکوس  وارون  هانگاشت تعریف  بودن ش  )یعنی  دارا  و  است(  برابر  با خودش 

عدد    𝑝است که    نیازمورد آخر  برای  تنها    شوند.اننده واگذار میودقیقاً یک نقطة ثابت، بدیهی هستند و به عهدة خ

4𝑘فرم  اولی به + ,1,1)صورت باشد و در این صورت نقطة ثابت به 1 𝑘)  .خواهد بود 

از   نمایشی  یافتن  برای  روشی  نیست:  سازنده  اثبات  این  که  کنید  ارائه به  𝑝توجه  مربع کامل  دو  صورت مجموع 

آنالیز    دهد.نمی توپولوژی و  نتایجی در  اثبات  نیز  پدیدة مشابهی دربارة  ثابت  از قضیه نقطة  استفاده  با  زمانی که 

درحقیقت، اصل بنیادی که استفاده کردیم: »تعداد اعضای یک مجموعة متناهی و مجموعة   دهد.اند، رخ میشده

ثابت خودمعکوس  آن  نقاط  هر  تر  ،تحت  مشابه  است«  یکسانی  زوجیت  خاصدارای  حالت  و  نتیجة    یکیبیاتی  از 

ثابت آن تحت هر خودمعکوس   نقاط  توپولوژیک و مجموعة  اویلر یک فضای  توپولوژیک متناظر است: »مشخصة 

 دارای زوجیت یکسانی است«. پیوسته

 

 مرجع:
Don Zagier, A one-sentence proof that every prime p ≡ 1 mod 4 is a sum of two 
squares. Amer. Math. Monthly 97 (1990), no. 2, 144. 

 
 

نهایت به آن فکر کنید و با ما همراه  شده در این اثبات را تأیید کنید؟ تا مسلسل بعدی بیتوانید ادعاهای ارائهمی

 ��یدباش

 شده!های چاپ ترین مقاله یکی از کوتاه 
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